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Vele malen waarschijnlijk is reeds, zoo niet openlijk, dan toch 
onder de beoefenaren der Wiskunde in ons vaderland onderling, 
de wenscli uitgesproken , dat in Nederland een tijdschrift roor de 
door hen beoefende wetenschap mocbt bestaan. 

In Nederland, bet vaderland van Huijghens, Snellitis en zoo 
vele andere beroemde matbematici , is de Wiskunde steeds met 
voorliefde beoefend geworden , en tbans nog behooren voorzeker 
deze studien tot de meest geliefde. Van studie komt men tot 
eigen werkzaamheid , betzij tot nieuwe bescbouwingen in de boo- 
gere deelen der wetenscbap , betzij ook tot ontwikkeling van enkele 
punten van meer bijzonderen aard : tot vereenvoudiging of alge- 
meener maken van stellingen, bewijzen of metboden. Voor niet 
alles van dezen aard is plaats in de werken van een geleerd 
genootscbap, als b.v. de Koninklijke Akademie van Wetenscbappen; 
en verdere gelegenbeid ontbreekt ten eenenmale; dit beeft ten 
gevolge dat men genoodzaakt is , zicb tot bet buitenland te wenden. 

In dezen stand van zaken beeft bet Wiskundig Genootscbap te 
Amsterdam, onder de zinspxeuk : „een onveemobidb jlbbeid eomt 
ALLES TB bovbn", besloten , bet initiatief te nemen en geboor 
gevende aan den wenscb van velen z\jner leden, de uitgave te 
ondememen van een Tijdscbrift: 

NIE VW ARCHMJEV voor Wiskunde^ 

waarvan ik de redactie op mij genomen beb. 



VI VOOEEBDB. 

Het zal verschijnen op de volgende grondslagen: 

1. Geregeld twee malen 's jaars, Maart ea September, ver- 
schynt een stuk van zes of zeven vel druks. 

2. De inhoud is verdeeld als volgt : 

A, Verhandelingen over zuivere en toegepaste Wiskunde. 

J?. Kleinere Mededeelingen. 

C. Geschiedenis en Letterkunde, Boekbeoordeelingen, Lgst 

van uitgekomen boekwerken, Inhoudsopgave van Wis- 

kundige T^dschriften. 

3. De verantwoordelijkheid der geplaatste stukken blijft voor 
rekening van den Schrijver. 

Alle Wiskundigen in Ncderland worden derhalve uitgenoodigd , 
om onze pogingen te schragen , door hunne hooggewaardeerde 
medewerking. Slechts door krachtige zamenwerking van alien tocb 
zal het mogelijk zijn, in ons land een orgaan voor de Wiskunde 
met levensvatbaarheid staande te houden. En dan zal het blij- 
ken, naar ik hoop, dat het werkelijk aan eene bestaande behoefte 
zal voldoen. 

Uiden, JuU 1875. D. BIEKENS DE HAAN, 

Eerde Secretaris, 
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lANTEEKENINGEN BETRGFFEXDE DE THEORIE DER 
ESSENTIEELE TERGELIJKIKGB.\ DER TLAKKE 

KROflflE LIJWEN. 



Door D^ H. ONNEN. 



De theorle van de essentieele vergelijkiugen der kromme l^'nen 
kan gerekend worden te behooren tot die wiskundige onderwerpeiig 
waarvan men zegt, dat zy weinig of geen dadelijk nut beloven ; — 
altans wanneer men door nut verstaat : practisch nut of toepassing 
op andere bestaande theorien. Wie zich met zulk een onderwerp 
bezig houdt, verdedigt natuurlijk met warmte de stelling, dat 
men er den wiskundigen geen verwijt van mag maken, wanneer 
de onderzoekingen , waarmede zij zich bezig houden , geene aan* 
leiding geven tot meer of minder belangrijjke toepassingen. Ik 
beroep mi\j dan ook op deze stelling, nu ik de theorie der essen- 
tieele vergelykingen, die indertijd het onderwerp mijner dissertatie 
uitmaakte, in dit Tijdschrift ter sprake breng. 

Intusschen kan ik niet nalaten op te mnrken, dat deze theorie 
niet geheel en al zonder toepassing is, gel^jk uit het vervolg moge 
blijken. 

In dit opstel zal ik eerst spreken over den vorm der essentieele 
vergelykingen in het algemeen en in verband met den vorm der 
krommen, om daarna eenige vergelijkingen in het bijjzonder te 
behandelen. 



MMe vorm der essemiieeie vergeiiikimgem, 

De uitdrukking ^^essentieele tergelijking** is ontleend aan het 

eerste deel van Kba.tjse*8 nagelaten geschriften, door H. Sohbodeb 

1 



aitgegeyen, en getiteld: Novae theoriae linearum curvarum origitui' 
riae ei vere acientificae specimina quinque prima^ en aan een werkje 
van Adolp Fetebs: Neue Curvenlekre; Grundziige einer Umge9t<dtung 
der hoheren Geometrie durch ihre ursprungliche Analytische Methode. 
Beide werken versclieneii in 1836, en bevatten, voor zoover ik 
weet» al wat over dit onderwerp gescbreven is. Wei kan men 
in verhandelingen van andere Wiskundigen een en ander vinden, 
dat aan de theorie van Kbatjsb en Fetebs verwant is, of er mede 
in verband gebracht kan worden, maar eene verdere ontwikkeliog 
of uitbreiding der tbeorie zelve is mi[] niet bekend. 

Door de esseniieele vergeli^king eener kromme lijn beeft men te 
verstaan de vergelijHng^ die de eseentieele eigennchap dier lijn uUdrukt; 
dat is die eigenscbap, welke de lyn als kromme karakteriseert , 
niet als meetkundige plaate^ Door de vergelijking «*-f-y* = fl* in 
recbtboekige coordinaten en door de vergelijking r = a in pool- 
coordinaten, wordt de cirkel gekarakterlseerd als de meetknndige 
plaats Tan alle punten, die denzelfden afstand a bebben van den 
oorsprong. De esseniieele eigenscbap van den cirkel bestaat ecbter 
bierin, dat de kromie, de vorm overal dozelfde is. Na den cirkel 
is, met betrekking tot bet recbtboekig coordinatenstelsel, de ellips 
almede de eenvondigste kromme l|}n. Met bet oog op polaire 
coordinaten zal men na den cirkel bet eerst denken aan spiralen 
van den vorm r z=:ain* waarin de voerstraal recbt of omgekeerd 
evenredig is met eenige maebt van den boek 9, naar gelang n 
positief of negatief is. Inderdaad zal ecbter die kromme den een* 
voudigsten vorm na den cirkel bebben , waarin de kromtestraal p 
evenredig is met de lengte a van den boog, van zeker pnnt nit 
gerekend. Deze kromme is de logaritbmiscbe spiraal : r:=2aK 
Noemt men p de lengte der loodl^jn, nit de pool op de raaklign 
neergelaten, dan is, gelyk bekend is, in deze spiraal 



als men |/^T-j-^^ = m stelt; verder vindt men voor den 

dr 
kromtestraal fzizr^^rz mr, 

dp 

waarnit dp = mdr ; 

terwiljl eindeliijk 

rd r m 

««= — -— r -— tfr 

l/ZfS — p^ Iga 



dp 
is. Wy zien dus dat -y =ilga, 

di 

dus konstant, en p evenredig met a is. 

Ook de involuut van den cirkel volgt eene zeer eenvoudige 
krommingswet. Noemt men namel^'k den straal van den cirkel a 
en de lengte van den ontwonden cirkelboog, in stralen uitgedrnkty 
w^ dan is de absolute lengte van dozen boog, dat is dus de 
kromtestraal p der involnut, aw. Daar echter to tevens de maat 
is voor den hoek, dien de kromtestraal, van het begin der ont- 
winding af, heeft doorloopen, zoo blijkt het, dat bij deze kromme 
de kromtestraal evenredig is met dezen hoek. 

Behalve de beide genoemde krommen zijn vooral de cycloi'discbe 
lijnen merkwaardig van wegen de eenvoudigheid barer krommings- 
wetten. Noemt men namelijk weder to den hoek, dien de krom- 
testraal beschreven heeft, te beginnen met het punt, waarin deze 
nul is, dan is de kromtestraal evenredig met Sin fiw ^ waarin 
f4=il, )1 of^lis, naar gelang de kromme cycloide , hypo- 
cycloide of epicycloiide is. Denken wij ons by v. een epicyclo'ide; 
nemen w\] de 1^'n, die de middelpunten der beide cirkels ver* 
eenigt op het oogenblik, dat de beweging begint, als X-as aan; 
stellen wij de T-as in het middelpunt van den vasten cirkel lood- 
recht daarop, en noemen wi\j den hoek, dien de vereenigingsli[]n 
der middelpunten gedurende de beweging beschrijft 9 ; dan hebben 
wi|j de bekende vergelijjkingen : 

y=:(a + b)Sin^ — h ^'« f^^ S^i 

waarin a en ^ de stralen zyn van den vasten en van den 
bewegenden |irkel. 

De normaal der epicyclo'ide gaat steeds door het raakpunt der 
beide cirkels en maakt met de Y-as den hoek w. Beschouwt 
men nu den driehoek, gevormd door de Y-as. de vereenigings- 
lyn der middelpunten en de normaal, dan zijn w en 90® — fl twee 
hoeken van dezen driehoek, terwijl de derde hoek 90® — «? -4- 9 
gelyk is aan het halve supplement van den omwentelingshoek des 
bewegenden cirkels. Heet deze omwentelingshoek <^, dan is dus 

90° — ' «? + 9 = 90® — i<^ , 

of 20^~6) = 4>. 

I* 



<P a 
Maar -5 = ^, 

of ^ — ^^ • 

zoodat 2«? --26=^9, 

2b 
en dus fi = — --jr. «^ 

wordt. Substitueert men deze waarde van d in de vergelijkingen 
der kromme, dan komt er 

f 2b \ ^ a-^-b \ 

'^ = (" + *) ^"niTai **)-* ^' l^-Tli ''J • 

/2b \ / a-hb ^ 

Daar de raaklyn met de X-as dezelfden hoek w maakt, als de 

normaal met de Y-as, zoo is, als ds Let boogelement der kromme 

beteekent , dx zzzds Cos to en dy = ds Sin w , 

dx dy 

en dus ---zizp Cosw en t" = P ^^^ ^• 

dw aw 

Dertalve heeft men 

2b(a'\'b)\ ^, I 2b \ ^. /„« + ^ \l 
fl Cosw — -^ ^ <— Sink -~w\jrSin\2 v)\\ , 

en bieruit volgt door kwadrateering en optelling gemakkelijk 

^ (a-r2J)2 y \a-\-2b l\ 

43 {a H- 3) .. / « A 

en p == — ^ — --- mn I —tt? j , 

of p z= C7 i^e» jBt?/? , 

. , ^ 43(fl-H3) g . 
waarin dan V = -— — en a = -7 is. 

Ts nu 3 posiiief, dan is /e< < 1; men beeft de epicycloide; voor 

a 

3 negatief, ontstaat echter de hypocyclo'ide en nu is f« = -— ^, 

terwijl C = — is. Yoor de cycloide is a = 00 , waardoor 

23 — a 

fi:^ 1 en C :=z 4tb wordt. 

Bebalve de genoemde spiraallijuen en de cycloiden, zyn er 
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onder de algemeen bekende krommen maar weiaigen, waarvan 
de krommingswet eenvoudig kan genoemd worden. Yermelding 
verdienen nog de kettinglijn ea de parabel. Bij de eerste is de 
kromtestraal omgekeerd evenredig met het vierkant van den cosinus 
van den hoek, dien de normaal, van haar oorspronkelijken stand 
afgerekend , heeft bescbreven ; by de tweede is de kromtestraal 
omgekeerd evenredig met de derde macht van dienzelfden cosinus. 
Van de kettinglijn is bekend , dat de boog s , gerekend van bet 
laagste punt, evenredig is met den tangens van den boek, dien de 
raakl^n met de borizontale X-as maakt. Noemt men dezen boek 
to f dan is dus 8z=,htg w^ 

en bieruit volgt door differentiatie 

d» _ _ h 
dw Cb«* w 

Gaan wy voor de parabel uit van de vergel^king 

y* = 2px 
waaruit ydy = pdx 

dx 
dy* 
en beginnen w^ de boeken id te tellen van den top af , dan is 

dx 

— :=ztgw, dus y zzzptg to; 

_ V"^(di)) _ f _ P 

d^ p^ 
in aanmerking genomen, dat -r^='^ is. 

aar* y^ 

Deze voorbeelden zullen voldoende z^'n , om de beteekenis van 
eene essentieele vergelijking duidelijk te maken. Z^' is de algebra' 
Uche uitdrukking van de krommingswet^ dat is de wet, volgens welke 
de kromte van punt tot punt verandert. Hierby wordt aangeno- 
men, dat de kromte k steeds omgekeerd evenredig is met den 
kromtestraal p ; zoodat men j als eenbeid van kromte aannemende 
de kromte van den cirkel, welks straal de eenbeid van lengte 

beeft, stellen kan: kzrz^. 

P 

In de genoemde voorbeelden is p steeds uitgedrukt in functie 
van den boog b , van zekeren oorsprong af geteld, of wel in func- 



tie van den hoek w , dien de kromtestraal met eene aangenomen 
aanvangsricliting , of de raaklijn met de loodrecht daaropstaande 
ricliting maakt. De eerste wijze is zeker de meest eigenaardige , 
omdat men daarbij, om zoo te spreken , inderdaad de kromme 
van pnnt tot punt doorloopt, terwijl men bij de tweede manier 
de normaal telkens een hoekelement verder laat draaien. De eerste 
vorm eener essentieele vergelijking heeft bovendien nog iets boven 
de tweede voor. Ontwikkelt men namelijk de kromme lijn, te 
beginnen bij bet punt , waar * =i is , construeert men dus hare 
involuut, dan wordt iedere waarde van s een kromtestraal van 
deze involuut. 

Wij hebben dus slecbts in eene vergelijking van den vorm 

f(p,s) = 
8 te vervangen door p| ^ waarmede wij in het algemeen den krom- 
testraal van de involuut eener kromme zullen aanduiden, om eene 
vergelijking te verkrijgen , die als de essentieele vergelijking der 
involuut kan beschouwd worden , maar weder in vorm afwykt van 
de vergelijkingen, waarin p in functie van s of van w is uitgedrukt, 
Beschouwen wij de zoo even genoemde involuut als de kromme, 
waarvan wij de essentieele vergelijking willen behandelen, en ver- 
vangen wij pj door p, dan moet p vervangen worden door den 
kromtestraal der evoluut^ dien wij door p-.i zullen aanduiden; en 
de vergelijking heeft den vorm 

/(p, p-i) = 0. 

dp dp ds dp 

Daar p «. i = -—- of ook = ~- -— =z= p -- is, kan men den krom- 

a to 09 aw as 

testraal van de evoluut beschouwen als de maat voor de verande- 
ring, die de kromtestraal in eenig punt ondergaat. Eene vergelijking 
van dezen vorm geeft dus voor iedere waarde van den kromte- 
straal de boegrootheid zijner verandering aan , en is dus de uit- 
drukking der wet, volgens welke elk drietal op elkaar volgende 
elementen der kromme lijn ten opzichte van elkander gelegen zijn. 

1 dp 1 dk 

Vervangt men A door •-, dan wordt p«i =-— = — — -- of ook 
° k dw k^dio 

1 dk di^ 1l dk 

= — — — --- = — TiT> 6^ ^cn kan eene vergelijking vormen 
k^ da dw k^ di 

dk dk 

tusschen ^ en -- of tusschen ^ en -- , die derhalve gezegd kan 

dio d8 

worden nog meer onmiddellijk de kron.mingstcet zelve weer te geven. 



Uit een theoretisch oogpunt moeten dus yergeli^kingen van 
laatstgemelden yorm als eigenlijke euentieele vergelijkingen beschouwd 
worden. Zulk eene verge! ij king kan dan ook slechts d^ne konstante 
bevatten , die naar willekenr kan gevarieerd worden , zonder den 
Torm der kromme l^n te wijzigen, namelijk de konstante, die de 
afmeting der kromme lijn bepaalt; overigens zal iedere wijziging, 
die de vorm der vergel^king (mdergaat , ook in den vorm der 
kromme terag gevonden worden. 

Niet wezenlijk va^ dezen vorm onderscheiden is de vergelijking 

tusschen p en p —i ^ die in zooverre te verkiezen is , dat de daarin 

Toorkomende veranderlijken eene geometrische beteekenis bebben , 

en die dus dienen kan om de kromme te constmeeren. Yeryangt men 

d^ dp 

p— 1 door v- of door -r -P* ^^^ verkrijgt men, door integratie van 
dio dH 

de ontstane differentiaal-vergelijking, de vergelijking , waardoor p in 

functie van w of van < is nitgedrukt. De toe te voegen konstante 

bepaalt de aanvangsricbting of den oorsprong, en heeft dus op den 

vorm der kromme geen invloed. Eene tweede integratie | uitge- 

d^ 
voerd na — voor p te hebben gescbreven, geeft eindelijjk de ver- 
dw 

geli^jking tusschen « en w^ die in het algemeen twee konstanten 

bevat, die zonder invloed op den vorm der kromme zgn. 

In de toepassing zal men van de verscbillende vergelgkingen 

^•(*'£)=°' -^^C^'D^^' /(p.p-i)=o. 

p = (f («?), p = 4^ («), ;^ (# , it) = 0, 

die alien geacht kunnen worden de kromme lijn te representeeren, 
die vergelijking gebruiken, welke bet gemakkelijkst is in de be- 
haudeling, met bet oog op het doel, dat men zich ter bereiking 
voorstelt. Niet zelden zal men van twee of meer dezer vergelijkin- 
gen tegelijk gebruik maken. 

Ik wensch thans in het kort na te gaan , onder welke omstan- 
digheden eene kromme 1^'n 

plaatsen ^an opleveren , waar drie op elkaar volgende boogelemen- 
ten op eene in het oog vallende w^ze ten opzichte van elkaar 
gelegen zgn ; met andere woorden , hoe uit de essentieele verge- 
lijking eener kromme l^*n bl^'kt, welke zoogenaamde merkwaardige 
punten de lijn bezit, en welke in het algemeen de vorm van haar 
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beloop 18. Bij dit onderzoek zullen Yooral de yergeli^jkingen 
fz=:0(w) en p = \K«) goede diensten bewijzen. Wij gaan daarby 
uit van de voorslelling , dat de kromme lyn beschreven wordt door 
een punt, dat zich over eene rechte lijn (de raaklijn) beweegt, 
terwijl deze om bet punt draait. De afstand, waarover zich bet 
punt over de raaklijn bewogen heeft, is dan de veranderlyke «, 
de hoek, dien de raaklijn gedraaid is, de veranderlijke w. Denkt 
men zich zelven in de plaats van bet bescbrijvende punt, en be- 
weegt men zich over de raaklijn vooruit, a]fi s toeneemt, dus ds 
positief is , achteruit als s afneemt . dus ds negatief is ; dan heeft 
men bij eene voorwaartsche beweging den kromtestraal f aan de 
rechterkand, als de raaklijn draait in de richting van de wijzers 
eener klok; en bij eene achterwaarlsche beweging als zij in tegen- 
gestelden zin draait. Daarentegen heeft men p aan de linkerhand, 
bij eene voorwaartsche beweging , als de raaklijn tegen de wijzers 
eener klot in draait; bij eene achterwaartsche beweging, als zij met 
de wijzers mede gaat. Noemen wij nu f positief, als men den 
kromtestraal rechta^ negatief als men hem links heeft, dan volgt uit 

ds 
dto 
van zelf, dat eene draaiing in de richting van de wijzers eener klok 
overeenkomt met eene positieve waarde van dw ^ d. i. met eene 
toeneming van w\ en eene draaiing in tegengestelden zin, met eene 
negatieve waarde van dw^ of eene afneming van w. 

In de eerste plaats merken wij nu op, dat er een wezenlyk ver- 
schil bestaat tusschen het geval dat de functien $ {to) en 4/ («) voor 
aUe waarden van w tn s bestaanbaar blgven, en het geval dat z^* 
beiden of een van beiden voor zekere waarden van t^ en ^ onbestaan- 
baar worden. In het eerste geval zet de raakl^n van haren oor- 
spronkelijken stand (de aanvangsrichting) af, hare draaiende 
beweging, zoowel in positieven ajs in negatieven zin, tot in het on- 
eindige voort, en kan men van den oorsprong af zoowel voor uit als 
achteruit tot in het oneindige langs de kromme blijven voortgaan. 

Wanneer daarentegen to zekere grenswaarde «, of 9 zekere waarde 
0- niet kan overschrijden, zonder p imaginair te maken, dan houdt 
in het eerste geval de draaiing der raaklijn op, als wzzuct gewor- 
den is, terwijl in het tweede geval het punt zich niet verder dan 
over een afstand szizc voortbeweegt. Noemen wij nu p^ en t de 
met fff = « overeenkomende waarden van p en «, dan is dus: 
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Als , voor * > *^ J f niet onbestaanbaar wordt , blijft het punt 
zijne beweging over de raaklijn vervolgen; daar echter 10 niet 
grooter dan a kan worden , zuUen de met a ) «^ overeenkomende 
waarden van 10 kleiner dan » zijn, dat is, de raaklijn draait, na 
de richting 10 = ac bereikt te hebben , terug. Het is duidelijk , 
dat hierdoor een buigpunt ontstaat. Duiden wij evenzoo de met 
# =r 0" overeenkomende waarden van p tn to aan door p^y en w^^ , 
zoodat p(y = + (<r), p<y = (f (fr<y) , ;^(<r, «C(t) — 
is , en onderstellen wij , dat voor tc^ ic^ , p niet onbestaanbaar 
wordt , dan blijft de raaklijn hare draaiende beweging in denzelf- 
den zin voortzetten. Daar ecbter s niet grooter dan o* kan worden, 
moeten de uit ^ (« , «?) =r voorvloeiende waarden van « voor 
to } iCff kleiner dan a- zijn; d. i. : het pnnt keert langs de raaklijn 
terug: er ontstaat een keerpunt, Doet zich evenwel het geval voor, 
dat de grenswaarden k? = as en « .:= o* bij elkander behooren, zoodat 

is, dan vervolgt noch de raaklijn hare draaiende beweging, noch 
het punt zijne voortgaande beweging. De kromme eindigt in dat 
punt {point d* arrSt). Niet zelden zal het echter gebeuren, dat de 
vergelijkingen van zulk eene lijn, nog eene of meer andere krom- 
men bevat, die met dezelfde waarde van p eindigen. Dan kunnen 
deze krommen met hare eindpunten aan elkander gevoegd worden. 
Bij den overgang van de eene kromme op de andere, verandert 
dan de bewegingsrichting van de raaklijn, zoowel als die van het 
punt, en er is een zoogenaamd keerpunt van de tweede soort of 
mavel gevormd. 

Deze opmerkingen geven aanleiding tot de volgende verdeeling 
der essentieele vergelijkingen : 

1, Yergelijkingen , waarbij de functien p^z(p{tD) en pz=.^{s) 
voor geene waarde van «p en * onbestaanbaar worden; de krommen 
hebben geene buigpunten, keerpunten of snavels. 

2, Vergelijkingen, waarbij eene der functien <P (w) en j/ (#) voor 
alle waarden der veranderlijken bestaanbaar is, terwijl in de andere 
functie de veranderl^ke eene grenswaarde heeft. 

Wordt (p {to) voor eene of meer waarden van 10 onbestaanbaar , 
dan heeft de kromme even zoovele buigpunten, Wordt 4f(i) voor 
eene of meer waarden van 8 onbestaanbaar, dan heeft de kromme 
zoovele keerpunten. 

3, Vergelijkingen, waarbij de functien cP(to) en iK«) beiden 
voor zekere waarden der veranderlijken onbestaanbaar worden. 
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W^'zea de grenswaarden van t^ en < op verschillende punten der 
kromnie, dan bezit deze buigpunten en keerpnnten ; w^'zen zy ec]i- 
ter eenzelfde punt der kromme aan, dan heeft deze aldaar een snarel 
of een eindpunt, dat echter beschonwd kan worden als een snavel, 
waarvan de beide takken langs elkander vallen. 

Wij onderscbeiden derbalve in de eerste plaats deze drie soorten 
van kromme lynen: 

A. krommen zonder buigpunten , keerpunten of snavels ; 

B. krommen met a, buigpunten , 

b, keerpunten; 

C. krommen met a. buigpunten en keerpunten , 

b, snavels. 

Berust deze verdeeling op bet al of .niet voorkomen van bijzon- 
dere punten, — eene andere verdeeling in twee hoofdgroepen 
verkrijgen w\j, door op het gebeele beloop te letten, dat eene 
kromme bebben kan. 

Onderstellen wy, dat c een der coordinaten to, s voorstelt, en 
dat de functie p = ^ (c) voor geene waarde van c onbestaanbaar 
wordt, dan kan men den vorm bepalen, waartoe de functie nadert 
by het voortdurend toenemen van c , m. a. w. : men kan nagaan 
toe de functie wordt voor c j= ± co. En daarbij kunnen zicb 
twee gevallen voordoen, die wij kortweg kunnen onderscbeiden , 
door te zeggen: de functie kan periodisch zyn of niet; dat is, 
p doorloopt , bij bet toenemen van c , telkens dezelfde reeks van 
waarden of niet. In het eerste geval zuUen de perioden der func- 
tie overeenkomeu met de deelen der kromme, waarin de kromte 
dezelfde reeks van waarden doorloopt; zulk eene kromme lyn noe- 
men wy eene periodiache kromme, Wanneer de perioden alien aan 
elkander gelyk zijn en bovendien elkaar bedekken, is de kromme 
geiloten. In het tweede geval nadert' de functie tot eene limiet , 
die , of oo , of eene eindige konstante waarde r , of eindelyk 
eene periodische functie van c kan zyn, Deze limiet stelt de ver- 
gelyking voor van een punt, van een cirkel met eindigen of onein* 
dig grooten straal, of wel van eene rechte lyn, of eindelijk van 
eene periodische kromme. In elk geval nadert de kromme 
lyn asymptotUch tot een dezer vormen, en wy noemen daarom zulk 
eene lyn eene (uymptotUche kromme. 

Deze ondeischeiding in periodische en asymptotische krommen 
kan alleen toegepast worden, wanneer de veranderlyke c tot 
±00 kan aangroeien zonder dat p imaginair wordt; das op 
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krommen zonder buigpunten , keerpunten en snavels, en op krom- 
men met buigpunten alleen of met keerpunten elleen , als men 
voor de eersten de verg. pz=:iK«), voor de laatsten de verg. 
p = ^ (to) gebruikt. Wanneer toch eene kromme met buigpuaten 
periodiscli is, kan deze periodiciteit uit de verg. f=:CP(to) oiet 
blyken: deze zal slecbts ^^ne periode aangeven. Evenzoo geeft van 
eene periodische kromme met keerpunten de verg. p = if^ («) 
slechts ^^ne periode aan. 

Deze opmerkiog £:an dienen, om de verdeeliug in periodiscbe 
en asymptotische krommen toe te passen, als de kromme lijn buig- 
punten en keerpunten tegelijk of snavels beeft. Wanneer namelijjk, 
tusschen de grenswaarden van w of s, p slechts een beperkt aantal 
reeksen van waarden doorloopt, die aaneeogevoegd eene kromme 
met twee eindpunten opleveren, dan kan men deze kromme be^ 
scbouwen als eene periode van eene periodische kromme lyn. Is 
echter bet aantal reeksen van waarden , die p doorloopen kan , 
oneindig groot, dan kan men trachten de limiet te bepalen, waartoe 
deze takken naderen , en dezen vorm , als de asymptoot der 
kromme lijn beschouwen. 

Het voorgaande, dat den grondslag uitmaakt van de theorie der 
essentieele vergely kingen , is in allerlei richtingen voor uitbreidiug 
vatbaar. Yooral geeft de onderscheiding in asymptotische en perio- 
dische krommen aanleidiug tot beschouwingen omtrent het ver- 
band tusschen den vorm der vergelijking en den vorm der kromme 
lijn , die wel de aandacht waard mogen heeten , en waarover ik 
hoop in een volgend nummer van dit tydschrift een en ander in 
het midden te breugen. Voor het oogenblik bepaal ik m^ tot de 
toepassing van het gezegde op eenige kromme lignen , die m^' om 
eene of andere reden de behandeling waard schiynen. 



M^e imvoluten vam dem cirtsei, 

De vergelyking 

stelt de f»^* involnut voor van een cirkel, welks straal gel^'k is 
aan Jnin — l)(n — 2)...2.1. 

Want n achtereenvolgende differentiatien geven: 



IS 

^ = p»«i = ^« «?»-! 4. 5 (« — 1) 4o»-2 + C(»— .2) W'-s + 

-i-....-h2iVw4-P, 
~~i =p„_3 = ^/j(« — l)w'»-8 -|--5(» — l)(«^2)tt;'»*8^- 
^- (7(« — 2) (» — 3) «;»»-* H-. . . .2N, 



£P2 



= p^ = ^(» — !)(;« — 2)...2w +*5(»-.l)(»— 2)...2, 



;^ =Po =^«(« — 1)(« — 2)..;,2.1. 
aw 

Hierin beduidt pn - 1 den kromtestraal van de evoluut der kromme 
(1), p« — 2 dien van de evoluut van deze, dus van de tweede 
evoluut der kromme (I), enz. Derbalve is Pq de kromtestraal van 
baar «-de evoluut, en daar Pq konstant is, aoo is deze «-de evo- 
luut een cirkel, waarvan dus de kromme (1) de »-de involuut is. 

Stelt men in de vergelijkingen van al deze involuten «? = 0, en 
duidt men de waarden van p^ , Pn — 1 , Pn — 2 > • • • • Po ^^^^ w = 0, 
aan door p'„, p'n-i, p «-s, -...p'o* dan is 

p'«-i = P, 

p'n-3 = 2iV, 



p', =J? (II — !)(«-- 2).... 2, 
p'q z= Jn(n — l){n— 2). .. .2.1, 
Hieruit blijkt de geometrische beteekenis der konstanten van de 
verg. (1) : zij bepalen de waarden van de kromtestralen der evoluten 
Voor w; = 0. 

Nemen wij bijv. de vergelijking 

p^ = to* — 3w8 — 12w« + 45w — 42, 
waaruit door differentiatie volgt 

P3= 4m?8— 9tt?2 _ 24«7 + 45 , 
P2= 12w«— 18«7 —24, 
p, z=24k7 —18, 
Po = 24; 

zoodat p'q = 24, p\ = — 18, p'j = — 24. p'g = 45 en p'^rz: — 42 is. 
Daar deze kromtestralen alien met bunne niteinden loodrecbt op 
elkander staan, kan men ze terstond construeeren ; bierbij beboort 
ecbter op de teekens gelet te worden, Merkt men op, dat in bet 
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algemeen p« « i = -- en p» - 2 = — -; — 

ato aw 

is, zoo blijkt het vooreerst, dat ^m — 1 en p«_9 gelijke of ongelijke 

teekens zullen hebben, naar gelang dp^i en dpn^i al of niet bet- 

zelfde teeken bebben, daar w Toor beide krommen toenemende of 

voor beiden afnemende is. Stelt men zieb nn voor, dat men eene 

kromme 1^'n doorloopt in zulk eene ricbting, dat de boek to 

toenemende is, dan vindt men met bebnlp van bet op biz. 8 

gezegde gemakkelijk den Yolgenden regel: 

Wanneer men langs den kromteatraal Pn hetceegt van het punt der 
kromme naar het krommingamiddelpunt , dan zal pn-\ betzelfde 
teeken hebben aU p„, wanneer men recbts, het omgekeerde, wanneer 
men links moet draaien ^ om op den kromiestraal pn—i over te gaan, 

Hiermede overeenkomstig is in figuur 1, e£?= 42 lengte-eenbeden 
genomen, en in bet niteinde d eene loodlgn ^c =r 45 geplaatst, 
zoodat men links om moet draaien, om yan ed op dc over te gaan. 
In c gaat men, links om draaiende, over op eene loodlijn ch = 24; 
in 3, recbts om draaiende, op de loodlyn ba = 18, en eindelijk in 
a, links om draaiende, op de loodlyn am = 24 over. Deze laatste 
is nu de straal van een cirkel. Neemt men op den omtrek bier- 
Tan een boog ap=z ab , dan vindt men bet punt p , waar de 
ontwinding van den cirkel begint, en men kan deze eerste invo- 
luut construeeren. Het punt c is nu een punt van de tweede 
involuut. Construeert men deze in baar geheel , dam vindt men 
de beide punten q^ en q^, waar baar kromteslraal nul is, Het 
punt d beboort aan de derde involuut, welke evenzoo geconstru- 
eerd kan worden , en die drie keerpunten r^ , r^ en fg oplevert. 
Ten slotte is nu e een punt van de vierde involuut. Construeert 
men 00k deze lyn, dan blijkt bet, dat zij slecbts twee keerpunten 
a?! en x^ beeft. Bit is bet gevolg biervan , dat de langer is dan 
boog dr^. Was p'^ juist gelyk boog dr^ geweest, dan zou bet punt 
z, waar p^ een minimum bereikt, in r^ liggen, en deze minimum- 
waarde zou nul zyn. Was echter p'^ kleiner dan boog dr^, maar 
grooter dan dr^ — r^fj , dan zou de kromme werkelijk vier keer- 
punten bebben; bebalve de punten x^ en ar^ zou er nog een keer- 
punt komen tusscben d en f ^ , en een tusscben r^ en r^. Was 
de ;= dr^ — r^fg , dan zou de kromme door bet punt fg gaan en 
een keerpunt tusscben d en r^ benevens bet keerpunt x^ beb- 
ben; enz. 

In de keerpunten der kromme lijn x^^X2 is p^ zr 0» De waar* 
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den, die to In die punten heeft, z^'n dus de reeele wortels der 
yierde-machts?ergeliljking 

= w* — 3w« — 12w« + 45«> — 42, 
Trekt men dus uit x^ en or, raaklgnen aan de tweede involnut 
van den cirkel, en door m tvree stralen, loodrecht op deze raakl^'nen; 
dan zyn de hoeken, die deze stralen met ma maken, gemeten door 
verhoudingen van de cirkelbogen, waarop zij staan, tot den straal 
ma i de beide zoo even bedoelde reeele wortels. 

In bet punt z bereikt p^ eene minimnm-waarde «, die op de 
beide imaginaire wortels van de vergel^'king 

= w* — 3io« — 12tt?« + 45f0 — 42 
w^st. Maakt men p^ » lengte-eenbeden korter, dan gaan deze 
wortels in twee gel^ke wortels over^ gelijk aan de waarde van w^ 
die ps = maakt. Door p^ nog meer te rerkorten , komeH twee 
keerpunten te voorsch^'n, tegel^k met twee reeele wortels. 

Dit enkele Toorbeeld zal voldoende zijn, om de gescbiktheid te 
doen nitkomen van de involuten des cirkels, om de eigenscbappen 
der boogere-macbtsTergelykingen te illustreeren. Twee voordeelen 
biedt deze granscbe voorstelling aan boven de grafiscbe voorstel- 
ling met recbtlynige coordinaten. Ten eerate beeft men met be- 
kende kromme lijnen te doen, die zonder eenige berekening 
kunnen geconstrneerd worden, daar de konstanten der vergel^'king 
daartoe voldoende zyn : iedere involnut des cirkels is eene 
boogere-macbtsvergelyking en elke hoogere-macbtsvergelyking is 
eene involnut van den cirkel. Ten tweede beeft men, bebalve van 
de n^^ macbtsvergelijking , tevens een beeld van elke der daaruit 
afgeleide fnnctien in de n — 1 eerste involuten des cirkels, welke 
functien in de tbeorie der vergelijkingen znlk eene groote rol spelen. 

Ik stel m^' voor ook dit onderwerp in een later opstel nitvoe* 
riger te bebandelen. Yoor bet oogenblik bepaal ik my tot de 
volgende opmerkingen. 

Gelyk de eigenscbappen der boogere-machtsvergelykingen in de 
involuten des cirkels eene nienwe geometriscbe beteekenis ver- 
kr^'gen, zoo leert omgekeerd de tbeorie der vergel^kingen eigen* 
scbappen dezer kromme l^nen kennen, 

Verdryft men byv. nit eene vergelyking 

den tweeden term van bet tweede lid, door 

«? = «>' — -• -; 

n A 
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te stellen, dan komt er 

eu hiernit leidt men door n — 1 differentiation af 

p^ = ^'«(ii — l)(ii — 2) 3.2 w\' 

Daar voor «?' = ook P| = is , zoo ziet men , dat het ver- 
driJTen van den tweeden term deze beteekenis heeft» dat de 
hoofdrichting verlegd wordt naar het pnnt, waar de ontwinding 
des cirkels begint. Geeft men verder aan pn eene willekeurige 
waarde , dan is de som der wortels van de yergelyking 
= AWn + Cw'i«-« +. . .+ Fio' +Q'^p^ 
geiyk nuly en das ook de som der daarmede overeenkomende 
waarden van P| , dewi^jl 

p, = ^if (« — 1) (« — - 2). . .3. 2 to* is. 

Wy hebben dus de volgende eigenschap : 

Wanneer men in de n^ involuuC des cirkels n punien zoekt, toaarin 
de hromiestraal dezelfde waarde heeft^ dan tal de alffebraisc^e som 
der hramiedralen in de overeenkomsiige punien van de eerste involuut 
gelfjk nnl tijn. 

Om den derden term uit de vergelyking 

te verdrigven , moet men t^ = fo' 4- ^ stellen , zoodat 9 een der 
wortels is der vergel^'king 

^»(»-.l)(|)t+5(»— 1)<J)+C=0. 

Differentieert men de daardoor verkregen vergelijking 
Pn = il V" + -5'w'«-i + 2>'w'«- s 4 . . . 4. Fw + Q' 
» — 2 maal, dan komt er 

Pj = u^'ii(«~l)(>i — 2).;.3w'« + 5'(« — l)(yi — 2).7.3.2 »'; 
waarnit ten eerste blykt, dat voor w' ^=.0 ook p^^^^^ ^^^ ^^ 
dus bet verdr^Ven van den derden term neerkomt op het ver* 
draaien van de hoofdrichting naar een der pnnten^ waar de oni> 
winding der eerste involuut begint. 

Voor » =r 8 heeft men verder : 

P2 = 8^V« + 25'»'. 
Noemt men de drie waarden van 19% die dezelfde waarde van 
P3 opleveren, «| ^, y^ en de drie overeenkomstige waarden van p^ 

(«)p2» (P)Pa» (y)Pif 

dan is («) Pt = 3^'«« + 25'« , 

(P)p, = 8^'0« + 22?'P, 

(y)P2 = 3^V* + 22?'y; 
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de som der prodacten, twee aan tiree genomen, is gel|jk 
9 J' (««^« + ^V* -+- y*«')+ 6 A'£' («9|3 + PV + y'« + 
+ «P» + Py*+y«*) + 4.5'* («^ + ^ + y«). 

Maar « + ^ + y = — — en afi + Py + yazr^O, 

waaruit volgt : «'j3* -f |3*y* -h y V = 2«j3y. — 

en al32 -|- ^y* + y«« + ««P + ^V 4. y2« = _ 3«j3y, 

zoodat de zooeven berekende som van producten wordt: 

l%A'B\a^Y — ISA' B'apy = 0. 

De geometrische beteekenis dezer uitkomst wordt door de Tol- 
gende stelling uitgedrukt: 

Wanneer men uU drie punien van de derde involuut^ toaarin de 
kromtestraal dezelfde waarde heefty raaklijnen trekt aan de iweede 
involuuif en in deze raakpunten weder de krowiUaeralen , dan U de 
som van de producten dezer stralen, twee aan twee genomen, gelrjk nul, 

Opmerkelijk zijn nog de volgeude betrekkingcn. De vergelyking 
der tweede involuut heeft, na verdrijvmg van den tweeden term, 
en in de onderstelling dat w^ de eenheid tot coefficient heeft, 
den vorm p j = «?* + a , 

waaruit Pi = 2a?. ^ 

Duiden wy de waarden van pj voor P| = aan door p', en 
de waarde van w voor Pj = door w^ , dan vindt men achter- 
eenvolgens p'^znz^, 



«;'=±r/— pV 
De vergelijking der derde involuut schryven wy aldus 

P3 = «?'-!- Saw + 25 , 
waaruit p^ = 3w* + Ba , 

p^ = ew ; 
en wy noemen p'3 en p^ de waarden van pj voor p^ =:i en p^ = 0. 
OnmiddelKjk blijkt het dat p'3 = 26 
is. Substitueert men de beide wortels der vergelyking 

= 3w^ -f- 3a 
in pg r= tt>^ -(- Saw + 25 , 

dan vindt men twee waarden van p'3, die wij zullen onderschei- 
den door («) p^ en (P) p%, "Wij willen echter slechts de som en 
bet product dezer waarden bepalen, en dit kan op de volgende 
wyze gescbieden. Zyn « en j3 de wortels der vergelyking 

= 8w« + 8a , 
dan is 
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(«) P% • (P) f % = «'0^ H- 3a«P («« H- p«) + 25 («» + ^«) 4- 9a«A^ 4- 

+. dab (« -f. /3) -f. 452. 
Maar « + p = 0, «(3 = a, 

waaruit «* + (3* = — 2a , 

a» + P» = 0; 

dus wordt («) p% H- (13) p% =: 4^ , 

(«)P%.(P)p%=4a3 + 4i2. 

Nu is volgehs de formule van Cabdanxjs 
derhalve 



Op dezelfde wijze kan men trachten de waarde van 10 voor 
p^ = uit te drukken in functie van p'^, p'^ en p''^, dat zijndo 
waarden van p^ voor p, = 0, pj =0, pg = 0. Wy schrijven de 
vergelijking van de vierde iuvoluat aldus 

p^ = «>* -I- 6aw^ + S6w -f- c ; 
en vinden door drienuial te differentieeren 

P3 =: 4k?3 -h 12a70 4- 85, 
p.2 = 12^2 + 12a , 
Pi = 24^, 
Terstond blijkt, dat ^\z^c is. 
Noemen wij de wortels der vergelyking 

= 12«?2 H- 12a 
«i en , dan is («) p'4 = «* + 6aa* + 85« -f- c , 

(^) p% = P* + 6aP« + 85p + c. 
In aanmerking nemende, dat 

« + P=:0, »& = a, 

en dus a« + 0«i= — 2a, a8 + |38 = 0, a4 + ^* = 2a« 
is, vindt men 

(«)p^+(«p^=2c-loa^ 

(«) P% • (P) P% = c3 — lOa^c + 26a* + 64a5«. 
Noemen wij ten slotte 7, 2, c de wortels der vergelijking 

= 4«?« + 12aw 4- 85 , 
dan is (y) p' ^ = y* + 6ay* + 85y + c , 

(J) p"^ = i* + 6a3« 4- 85J + (? , 

(«) p''4 = s* + 6at« + 85e + c , 

2 
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en y-(-5-H6=:0, y$ -f 5€ -h fy= 3fl , y$i = — 26; 

waamit nog de volgende betrekkingen worden afgeleid 
y« + 32 -f- g2 -. _ 6^ ^ yS^a ^ 3*g8 j^ g2y2 _ i8a« , 

y3 ^ 33 ^ j3 _ _ 65 ^ yS^S ^ 38g3 ^ gSy3 -- 12^2 , 

y* + 5* 4- 6* z= 1 8a3 ; y*5* -f- 5*g* -f €*y* = 8la* 4- 48fl«« ; 

y25 4.52g 4.€V H-y52 4-5g2 +€y« = G5 , 

y35 ^.JSg^gSy ^yp ^5g3 ^ gyS = _ 18fl2 , 
y4j ^ 54g _^ |4y -f- y54 -|. ^g* -{- «y* = — ISo^ , 

y*52 + 5 V -f- €*y^ + y'^* + ^*«* -^ fV* = — 54a8 — 124«. 
Met inachtneming hiervan vindt men voor de som der drie 
waarden van p^'^^ voor de som der prodncten twee aan twee en 
voor haar gedurig product, de volgende uitdrukkingen 
2 (p^' J = S(c — 6a2) , 
2 ip'U • ^"0 = 3 (c2 — I2a^c 4- 27a* + 72ab^) , 

Berekent men aan de andere zijde w^^ , dat is de waarde van 
to voor p^ = , met andere woorden , lost men de vierde-machts* 
vergelijking := «?* -{- Saw"^ -I- Sbw -f- c 

op, dan beeft men 

als 5?,, ^3 en rg de wortels zijn der vergelijking 

^ -h I2az^ 4- 4 (9a2— c) j — ^« = 0; 

terwijl bovendien iZ-^i-^g^s = — h moet zijn. Nu is 

.3 



;5 = — 4a + 2 r fl3 -« ^c 4. 4^2 4. /^(flS _ ^^ 4.4^«)2_ i(3fl2^^)3 



4- 2 ra^—aC'\'U'^-^l/{a^ — aC'\'U*f^^J^a^-4rcf. 

27 

Ofscboon het mij niet gelukt is , w^^ op soortgelijke wijze in 

functie van p\, p%, p"^ nit te drukken, als w" in p g, p'g, en als 

v)^ in p\\ zoo meende ik tocb de daartoe strekkende berekenin- 

gen niet te moeten achterwegen laten en te mogen w^'zen op de 

omstandigheid , dat de grootheid onder het vierkantswortelteeken , 

uitgewerkt zijnde, wordt 

_ -- (c3 — 18a V 4- 216a52c 4- 81a*c — 4325* — 2l^aH% 
dat is jiiist _ _ 2 (p'\ . p'%. p'%). 
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t^e eemvoudigste IsrommiugsweMiem. 

I. In den aanvang van dit opstel noemde ik de logarith- 
mische spiraal als ecne der eenvoudigste kromme l^nen na den 
cirkel, omdat- de kromtestraal bij gelijke toenamen van den boog 
9 dezelfde vermeerdering of vermindering ondergaat. 

De krommingswet dezer krommen wordt uitgedrukt door de 
vergelijking van den eersten graad tusschen p en « 

p= Js + JB. 

B , 
Voor «=: — •- is p = 0, Verlegt men den oorprong naar dit 

punt, dan wordt de vergelyking eenvoudig 

p = a* ;..(!) 

Door differentiatie vindt men , daar — :=: is , 

da p 

p.i = (7pj . . 7 . . . . V . . (2) 

en door integratie van de differentiaal-vergelijking 

dw 
verkrygt men p = Ckfi^ ; 

waarin de constante C de aanvangsrichting bepaalt. Laat men haar 

wegi dan is e(^ = voor A = l^ en dus voor « =— ; en men heeft 

a 

eenvoudig p = e*** . 7 . V • • (8) 

Integreert men ten slotte 

da 
dw 

en neemt men in aanmerking, dat, voor «^=:0, «=— is, dan 

a 

komt er « = -c«w; . . 7 . . '. . . 7 . (4) 

a 

Uit het voorgaande vloeien de volgende grootendeels bekende 
eigenschappen der logarithmische spiraal voort, 

1. Stelt men in (3) «? = ± oo , dan wordt P = oo en p = 0. 
De kromme is dus asymptotisch ten opzichte van w; zig nadert 
aan de eene zyde een cirkel met oneindig grooten straal en aan 
de andere zijde een punt. Voor «? = -h oo is ook « = -h oo ; 
maar voor t^ = — oo is « =: : het asymptotisch punt is dus 
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de oorsprong der bogen. Deze oorsproog wordt nooit bereikt, of- 
schoonrzijn afstand tot een willekeurig punt der kromme, gemeten 
langs den boog , eindig is, Voor « = — oo is p = — oo , Deze 
negatieve waarden van 9 wijzen op een tweed«n tak der kromme 
aan de andere z\jde van het asymptotisch punt gelegen en geheei 
gelijk aan den eersten tak. Deze tweede tak ligt niet in de ver- 
gelijking p = e«», 

maar in p = — e^ 

opgesloten. Beide takken eindigen voor «? =: — 00 met p = 0. 
Deze waarden van w moet derhalve als een minimum beschouwd 
worden. Bij den overgang van den een en tak op den anderen ver- 
andert dus de draaiingsricliting der raaklijn, maar niet de bewe- 
gingsrichting van het bescbrijvende punt. Werd dus de oorsprong 
bereikt , dan zou daar een buigpunt ontstaan. Wi[j drukken dit uit, 
door te zeggen: de oorsprong is een buigpunt in het oneindige. 

2. De kromme heeft slechts 66n parameter of konstante, die 
op den vorm invloed heeft, namely k a. Van welken aard is deze 
invloed? Hoe grooter a is, des te sneller draait zich de spiraal. 

3. De evoluten der kromme zijn 

p -. 1 = ae^^ , 
p _ 9 = a^e^ , 



p_« = a«6*». 
Daar in het algemeen p«„=rffp„«i 
is, zyn dezen alien onderling en met de oorspronkelijke kromme 
gelykvormig; maar de afmetingen van elke volgende evoluut zijn 
a maal zoo groot als die van de vorige, Alleen als a = 1 is, zi|jn 
alle evoluten congruent, 

4. De kromte k is evenredig met de verandering, ten opzichte 

dk 
van 70, dat is met -—. Want uit 

dw 

p = e«»<' 

volgt kzizc^f 

dk 
en -_,:^_^g— «»j 

dw 

A ^ Idk 

dus ]cz=. . 

a dw 

Voor a = 1 is k =z . 

dw 

5. De involuut der kromme heeft tot vergelijking 
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1 

a 
als men de kromme begint te ontwinden in het asymptotisch punt; 
zij is weder eene logarithmische spiraal , gelijkvormig of congruent 
niet de kromme zelve, naar gelang a niet of al gelijk 1 is. 

Begint men de ontwinding in een ander punt , dat 6 lengte- 
eenheden van den oorsprong verwijderd is, dan wordt p, even 
zooveel korter en men verkrijgt eene kromme , die tot vergelijking 

beeft p. =-e««'— 3 . (5) 

a 

p, = voor ic ^^^ la ad; als dus 3 = — is, wordt het keerpunt 

a a 

gevormd in het punt, waardoor de hoofdrichting gaat. Voor 

to = — CO is Pi = — ^. De kromme heeft dus een asymptotic 

schen cirkel. 

Daar e^^ =z p is , heeft men 

1 
Pi = -P — ^; ^ . (6) 

a 
waaruit ten eerste blijkt, dat de involuten van de logarithmi- 
sche spiraal alien opgesloten zijn in de vergelijking van den eersten 
graad tusschen P| en p, of — wat op hetzelfde neerkomt — 
tusschen p en p^i. Stelt men verder in deze vergelijking 

p=: -- = -—pi , dan wordt zij 
aw cls^ 

waaruit door integratie volgt: 

Pi — ^ ^ (Pi H- ^) = «*i + ^• 
Begint men de bogen te tellen in het punt , waar p| iz: is , 

dan wordt — big h =z. C\ 

en de vergelijking verandert in 

Pi — ^^i/fy + lj = «5i; V .... . (7) 

p, = — b is een minimum , en geeft ^j = — co , Noch deze ver- 
gelijking, noch de vergelijking in to, geeft dus hier eene tweede 
kromme met deuzelfden asymptotischen cirkel. Deze tweede 
kromme wordt echter geleverd door de vergelijking 
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Pi = -p — ^1 

a 

voor negatieve waarden van p, dus ook door 

1 
a 

Zoekt men ook voor deze kromme de vergelyking in *|, dan 
vindt men p| — big ( — p| — b)z=. as^ -H (7. 

Men kan nu echter de bogen niet beginnen te tellen in bet 
keerpunt, daar in dozen tak pi niet wordt. Tbans is p^ = — b 
maximum. Bij den overgang van den eenen tak op den anderen 
blijft ^1 negatief, terwijl w en s^ langs dezelfde waarden terug 
keeren. De vereeniging geschiedt dan door een snavel in bet on- 
eindige, welke vorm dan ook in bet algemeen de ontwondene is 
van een buigpunt. 

Ofscboon. de vergelijkingen (5) (6) en (7) twee konstanten be- 
vatten, heeft de involuut der logarithmiscbe spiraal toch slecbts 
een parameter. Sebrijven wij namelijk de beide laatste dezer ver- 
gelijkingen aldus -f = - - — 1 

b ab 

dan blijkt bet, dat, door aan de konstante b verscbillende waar- 
den te geven, men slecbts alle p^'s, p's en ^/s in dezelfde reden 
vergroot of verkleint. Hieruit volgt de stelling: 

Alle krommen ^ verkregen door eene logarithmische spiraal in ver- 
schillende punten te ontwinden, zijn gelijkvorviig. 

Van deze punten is natuurlijk bet asymptotiscb punt uitgesloten, 
omdat voor dit geval 3=0 is. 

Een ander bewijs dezer stelling vindt men, door in de verge- 

lijking p| = - e"*^ — b 

a 

te stellen w=iw' '{^-Igb^ 

a 

waardoor zij verandert in ^i =- e^' — b, 

a 

Geeft men dus aan b verscbillende waarden, dan worden alle 
pj's in dezelfde reden grooter of kleiner. 

Om derbalve al do nienwe vormen te verkrijgen , die door ont- 
winding eener logaritbmiscbe spiraal kunnen ontstaan , moet men 
de kromme ps^"' 
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construeeren voor alle mogelijke waarden van a , en elk dezer 
krommen in ^en willekeurig punt, doch niet in het asymptotisch 
punt, gaan ontwinden. Deze zijn alle vormen , die in de verge- 
lijking van den eersten graad 

opgesloten zijn, 

11. De kromme, welker kromtestraal cvenredig is met den hoek, 
dien de raaklijn met zekere aanvangsricliting maakt, is de involuut 
des cirkels p = Aw -f- B, 

of eenvoudig ^ z=z ato , 

als men de aanvangsrichting door het keerpunt laat gaan. De 
vergelijking in « is P^ = 2a5 , 

als voor p = ook « = is , en de vergelijking tusschen P en 
p— 1 wordt hier teruggebraclit tot 

p^l = a. 

De konstante a heeft geen invloed op den vorm, zoodat alle 
krommen gelijkvormig zijn. 

In de involuut van den cirkel is de kromtestraal omgekeerd 

evenredig met zijne verandering ten opzichte van de lengte des 

boogs ; want p^p =r ads 

dp 
of p = a : -- . 

as 

III. Als tegenhangers van de logaritbmische spiraal en de 
involuut des cirkels, beschouwen wij de krommen, waarin de 
kromtestraal omgekeerd , en dus de kromte recht evenredig is met 
de lengte van den boog of met de groottc van den draaiingshoek. 

Bespreken wy in de eerste plaats de vergelijking 

a 

waarin de konstante az= 1 gesteld kan worden, daar zij blykbaar 
geen invloed uitoefent op den vorm der lijn. Uit 

P=7 (7) 

dp 1 

vokt voorcerst -- = 3 » 

ds sr 



^P p-i 1 2 

— = . en 7^-^ 

ds p s^ 



of, daar — = , en •« = p^ is 



P—i + p^ zz: * , • . • (8) 



dp 
Integreert men -; — f- p^ z=: , 

dio 



1 
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zoo komt p =— == • V . . . . 7 7 . . (9) 

Het weglaten der konstante heeft ten geyolge, dat voor f0 = O 

p = oo is ; en daar deze waarde van p ook geleverd wordt door 

«r=0| zoo gaat.de aanvangsriohting door den oorsprong. 

dv> 
Door inteffratie van (?« = •'-== 

verkrygt men « = V^w , (10) 

waarin nu ook geene konstante voorkomt. 

Uit verg. (10) blykt, dat deze kromme, die in fig. 8 (de dun 
getrokken lyn) is afgebeeld, cen van de vonnen is, die gcleverd 
worden door de vergelijking van den tweeden graad in « en tf^, 
waarvan de ontleding hierna volgt, Ik bepaal mij daarom hier 
slechts tot een paar opmerkingen. 

1. De oorsprong is een bnigpunt, want «j = is een minimum, 
# = niet. De beide takken zyn in de vergelijking (9) vervat, als 
men daarin het dubbele teeken voor het wortelteeken plaatst. Voor 
to =r oo is 5 == ± c^ cJi p = 0, Elke tak eindigt derhalve in 
een asymptotisch punt. Hier is echter dit punt niet , zooals bij de 
logarithmische spiraal, op eindigen boogafstand van eenig punt 
der kromme verwijderd. 

2. De kromte is omgekeerd evenredig met hare verandering ten 
opzichte van den draaiingshoek w. Immers nit 

_ J_ 
^ ~ \/2w 

volgt h =r \/%io ; 

dk 1 _1 

dv) *" \/2io k 

8. De involunt der kromme is p| = ± l/^tT, 
als men de ontwinding in het buigpunt begint. Deze kromme is 
de gestippelde lijn in fig. 8; zij is daardoor merkwaardig, dat 
haar kromtestraal omgekeerd evenredig is met dien van hare, evo- 
lunt. Begint men de ontwinding in een punt, dat h lengte-ecn- 
heden van het buigpunt verwijderd is, dan is 

waarin de konstante h den vorm wijzigt, zoodat niet alle involuten 
gelijkvormig zijn. Deze kromme heeft een keerpunt en een snavel. 

rV. Uit de vergelyking p r= - . .•.•..... (11) 
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yan de kromme li^jn, waarvan de kromtestraal omgekeerd evenredig 
is met den draaiingshoek , volgt door integratie 

8 = lgw, (12) 

als « = zal zijn voor «7 zr 1 ; en door differentiatie 

1 

of p«i+p«=0 (13) 

Elimineert men w tnsschen (11) en (12), dan komt er 

p =e-« . (14) 

Voor tt? = en • = — oo is p = oo , waaruit blijkt , dat de 
aanvangsrichting asymptotisch door de kromme genaderd wordt. 
Bij liet toenemen van w , nemen p en — « af , tot , voor «? = 1 
en «=0,'p = l is. Nn nemen w en « te zamen toe tot +oo, 
als wanneer p=0 is: hier heeft dus de kromme een asymptotiscli 
punt. Negatieve waarden van w geven volgens (11) een tweeden 
tak, die ook in verg. (13) is vervat, en met den eersten tak door 
een keerpunt in liet oneindige verbonden is, daar, bij den over- 
gang, dw niet en p wel van teeken verandert. De verg. (14) 
geeft slecbts een tak ; de tweede tak wordt geleverd door de verg. 

en slnit met p = — oo voor * =r — oo aan den eersten tak. 
Men kan echter ook met p = voor « = oo van den eenen tak 
op den anderen overgaan; w verandert dan door oo heen van 
teeken, en de overgang geschiedt in Let asymptotiscli punt, ook 
weder in den vorm van een keerpunt. 

De involuut heeft tot vergelijking 

p^ = Ig do, 

Naarmate men aan C verschillende waarden geeft, begint men 
de ontwinding in andere puntcn. In het algemeen is Pi = voor 

«? = ~ , dus voor p = C Verder is 

s^ = yig Cw .dwzzz wig Cw — to , 

als men de bogen begint te tellen in de punten , waar w? = en 

e 1 . .1 

w = •— is. Yoor «?"=-, dat is in het keerpunt , is «| = . 

Hieruit blijkt , dat de boog , gelegen tusschen het keerpunt en het 
punt , waar wzzzO is , eene eindige lengte heeft , en dat dus de 
asymptoot der oorspronkelijke kromme lijn niet in het oneindige 
ligt, maar de normaal is van haar involuut in het punt, dat op 
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den af stand - van het keerpnnt verwijderd is. Voor w = oo is 

C/ 

ook p^ = oo : de involuut heeft een cirkel met oneindig grooten 
straal tot asymptoot. De ontwinding kan derhalve hier niet in 
het asymptotisch punt begonnen worden. In fig. 2 is de kromme 
lijn afgebeeld met hare involuut, waarby c= 1 genomen is. 

Opmerking verdient nog dat de kromte en de kromtestraal even- 
redig zijn met hunne verandering ten opzichte van de lengte des 

boogs ; want uit p = - = — e"* 

volgt y=ze-' = — f, 

as 

dk 
en — = — 6* = — A-. 

dB 

V. De vier besproken spiralen zijn de vertegenwoordigsters der 

eenvoudigste krommingswetten, te weten : 

1. De kromtestraal neemt toe van af tot oo in dezelfde rede^i 
ah de lengte van den boog. Hiermede gaat gepaard de evenredig- 
heid van de kromte en van den kromtestraal met hunne verande- 
ring ten, opzichte van den draaiingshock. De spiraal begint met 
een asymptotisch punt, dat op een eindigen, langs de kromme 
gemeten, afstand van een willekeurig punt der lijn verwijderd en 
dus op de beschrijvende raaklijn aan te wijzen is, en eindigt 
asymptotisch in een cirkel met een oneindig grooten straal. (Loga- 
rithmische spiraal). 

2. he kromtestraal neemt toe van af tot oo in dezelfde reden 
aU de draaiingshoek der raaklijn^ en is tevens omgekeerd evenredig 
met zijne verandering ten opzichte van dien hoek. De spiraal 
heeft* een begin (keerpunt) maar eindigt asymptotisch in een 
cirkel met oneindig grooten straal. (Involuut van den cirkel). 

3. J)e kromtestraal neemt af van oo tot in dezelfde reden ah 
de lengte van den hoog van tot oo toeneemt^ De kromte is omge- 
keerd evenredig met hare verandering ten opzichte van den draaiings- 
hoek. De spiraal heeft een begin (buigpunt) , maar eindigt asymp- 
totisch in een punt, dat op de beschrijvende raaklijn in het onein- 
dige ligt. 

De involuut , verkregen door de ontwinding in het buigpunt te 
beginnen, is een spiraal, waarvan de kromtestraal omgekeerd even- 
redig is met den kromtestraal der oorspronkelijke kromme, of met 
zijne verandering ten opzichte van den draaiingshoek. (Fig. 8.) 
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4. De kromtesiraal neemt af van oo tot in dezelfde reden , 
waarin de grootte van den draaiingshoek van tot oo toeneemt. De 
kromte en de kromtcstraal zijn evcnredig met hunne verandering 
ten opzichte van de lengte des boogs. De spiraal komt uit het 
oneindige van eene asymptotische rechte af en eindigt in een 
asymptotisch punt, dat op de beschrijvende raaklyn in het onein- 
dige ligt. (Pig. 2.) 

VL Behalve de evenredigheid van den kromtesfraal met de 
lengte van den boog of de grootte van den draaiingshoek , — 
hetzij dan recht of omgekeerd — hebben wij bij de behan deling 
dezer krommen ook ontmoet eene konstante verhouding (recht of 
omgekeerd) tusschen den kromteslraal of de kromte en het eerste 
differentiaalqnotient daarvan , hetzy ten opzichte van den boog , 
hetzjj ten opzichte van den draaiingshoek, — op d^ne nitzonde- 
ring na, namelijk, dat de kromte omgekeerd evenredig is met 
hare verandering ten opzichte van de lengte des boogs, Wij willen 
de kromme lijn zoeken, die.deze eigenschap heeft. 

Uit i = a- 

k ds 

, ^ - 1 dk p-i . 

volgt . daar - = p en~=-^is, 

of p*-hp«l = 0; (15) 

daar de konstante a blijkbaar geen invloed heeft op den vorm , 

en dus = 1-kan gesteld worden. 

dp 
Door integratie van p* 4- -j- = 

dw 

vindt men p^^i-^ \ (16) 

ow 

dp 
en van p' + -f = , 

da 

^'=i' -^i^) 

terwyl uit (16) en (17) volgt 

8A» = 9ie« (18) 

Voegen wij geene konstanten toe, dan gaat de aanvangsrichting 
door den oorsprong, ahvaar dan p = 00 is. Van dit punt af neemt 
nu p af tot 0, welke waarde bereikt wordt voor « =: 00 en w = 00 , 
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dat is nooit : de spiraal eindigt Id een asymptotisch punt, dat op 
de beschryvende raaklijn in het oneindige ligt. 

Terwijl « = een minimum is , verandert 10 door been van 
teeken. Van den oorsprong gaan dus twee takken uit, die door 
een keerpunt verbonden zijn. (Fig. 3.) 

VII, Wanneer wij de involuut der derde spiraal mede rekenen, 
dan hebben w^* zes spiralen, die inderdaad een yoUedig stel typen 
Yormen. Eene spiraal moet ten minste aan eene zijde of een punt 
of een cirkel met oneindig grooten straal tot asympoot hebben. 
Nemen wij vooreerst aan, dat de spiraal aan de ^^ne zijde in een 
asymptotisch punt begint, dan kan z\j eindigen 

1. in een asymptotischen cirkel : logarithmische spiraal ; 

2. in eene rechte lijn : Fig. 2; 

3. in een buigpunt : Fig, 8 ; 

4. in een keerpunt: Fig. 3. 

Begint de kromme in een asymptotischen cirkel met oneindig 
grooten straal, dan kan zij eindigen — behalve in een asympto- 
tisch punt — 

6, in een buigpunt : Fig, 8 , gestippelde lyn ; 

6. in een keerpunt: involuut van den cirkel. 



M^e vergeHitsimg van den tweedem graa4i Mmsschen s em w« 

Wanneer in de vergelijking 

As^ '\- 2Bsw -^ Cw^ -^^ 2D$ '{' 2Ew + F — . , , (1) 

A niet nul is, kan men door A deelen, waardoor zij den vorm 
a«H-25'««?H-e'«?«-l-2Z)'«H-2J^'?(?-{.JP' = , . • (2) 

verkrijgt. Is bierin niet B'^ — C'=0, dan kan men den oor- 
sprong en de aanvangsrichting zoo verandereii , dat de vergelijking 

tot den vorm a^ -\'2bsw^cw^'\'f:=.0 («) 

wordt terug gebracht. 

Is ^=0, maar niet le?ens ^ = 0, dan kan men door 2B 
deelen , en weder den oorsprong en de aanvangsrichting zoo ver- 
anderen, dat de vergelijking den vorm 

,w^-cttJ*-|-/=0 {h) 
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aanneemt. Noch bet een , noch het ander kan geschieden , als 
met -^ = ook j5 = is , in welk geval er overblijft 

Is hierin bovendien 0=0, dan is dc vergelijking tot den 
eersten graad gedaald en zij stelt een cirkel Yoor. In het tegen- 
oyergestelde geval kan men door C deelen en den derden term 
▼erdrijven door de hoofdrichtiDg te verdraaien. 

Men hecft dan tt?*+.2fi/#-|-/= (c) 

Stelt men in vergelyking (2) C" = 5^^, en lost men 8 op, dan 
komt er 

s = — {B'iD + D') ± ^ 2{B*D' — r)w ^D'^ — F; 

en nu kan men , door de hoofdrichtmg ■ =- terug to 

2(jo D — JS J 

draaien, deze vergelijking tot den meer eenvoudigen vorm 

terugbrengen. 

De vier vergelijkingen (a), (^), (c), (d) bevatten dns de vcr- 
schillende vormen, die de vergelijking van den tweeden graad 
tusscben 8 en io kan opleveren. Leiden wij uit elke vergelijking , 
door 8 op te lossen en daarna te di£ferentieeren , de fnnctien 
pz:z(P{w) en p^\z:z. 0* {w) af, dan komt er 

uit (a): p = — ^4- t ; """fl^— . . ; • • • (aA 

(ji _ c) f 

r 

uit (i): f = — C4.--3, (i|) 

uit((/): p = ^±i^' • t^*) 






^-1= -MT^s • • (^f) 



{ 



'; 
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Het is duidelijk, dat wij alle vormen van de vergelijking des 
tweedea graads verkrijgen, wanneer wij de krommen (oj), (^j), 
(Cj), (d^) in verschillende punten ontwindcn; weshalre wy cerst 
deze lynen nader zullen beschouwen. 

A. In {a^) kan vooreerst /=0 zijn, waardoor p«.i=0 en 

p = — b ± \/b^ — c : men verkrijgt twee cirkels. 
Is/ niet nul, dan kan 

1. / positief dus ^* > c , 

2. / negatief en ^* > c , 

3. / negatief en 5* < c zijn. 

1, / is positief, waarby i*)c moet zijn. Stelt men = /t<*# 

•/ 

en ti?i/f:zz — , dan wordt de vergeliiking 

m 



«?p»l = 4- 



waarin sleohts de konstante ^ den vorm wijzigt, zoodat wij 
m =1 kunnen stellen, 
Integreert men 

d%^\ _ 1 



p 

dan komt er 


dw ^ J/(i«22e;2 _ 1)8 ' ' 


1 


en hieruit volgt 


ff>^«#2«/i2 1 — * ... 


' * ^ ~ »/mV_i - i • 


zoodat 


P_i = q:Kf«'»*-i — i)*. 



Uit deze vergelijking en verg, (I) blykt , dat w = - en 
«.i =- minimum- waar den zijn Toor mo en «-.i, die echter niet 
samenvallen, Voor «?z=- is « — i =oo en /j—i =roo, en voor 

*_ i=- is wJ =oo en p^i = 0# De kromme is dus cen spiraal, 

die uit het oneindige van eene rechte Ign komt , en eindigt in 
een asymptotisch punt , dat in de beschrijvende raakl^'n op ein* 
digen afstand van bet raakpunt verwijderd is. De vergelijkingen 
geven echter vier zoodanige takken, namelijk 
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' eerste tak. 






tweede iak. 


to 


van H tot 


• 

-f- oo 

1 


van 


1 

+ - 


tot -|-oo 

I 


«-l 


„ -h oo „ 




M 


— oo 




p-1 


» — ®® » 





» 


4-00 


« 




fiferc^e ^fl^. 






vierde iak. 




1 






1 




w 


van tot 

A* 


— oo 


van 


A« 


tot —00 


«-l 


» — oo „ 


1 


» 


+ 00 


1 


p-1 


« — oo „ 





»> 


+ 00 


„ 0. 



Bcginnen wij nu met dc eerste twee takkcn met de asympto- 
tische recbte aan elkander te slniten, dan yervult deze asymptoot 

de rol van. een buigpunt, omdat wz:=Z'- een minimum i«, en /j—i 

van teeken verandert, terwijl 5^1 door 00 heen van teeken rer- 
andert. In het asymptotiich punt van den tweeden tak kunnen 
wij nu op den derden tak overgaan , als door een Jceerpunt , om- 
dat s^\ = — — een maximum is, en w door 00 heen van teeken 

vcrandert, even als /a— 1 door been. De vierde tak kan nu 
naar vcrkiezing met de asymptotische rechte aan den derden of 
met hct asympto tisch punt aan den eersten tak gehecht worden. 
En nu zou men wedcr aan de uiterste asymptotische punten of 
rechten nieuwe takken kunnen toevoegen, en zoodoende de asymp- 
totische kromme het karakter eener periodische kromme geven, 
waarvan iedere periode asymptotisch is, 

De konstante fc bepaalt den hoek, dien de beide asymptoten 

2 

maken; in het algemeen is deze hoek -. In fig. 4 stelt de dikke lijn 

de kromme voor, als jk = 1, dus de hoek der asymptoten 114®,6 is. 

De involuten 'dezer kromme zyn nu alien opgeslotcn in de 

w 
vergelykmg j = 5 ± ^^,^, _ ^ : 

waarin de konstante h de plaats bepaalt, waar de ontwinding 
begint. Als type kan men de kromme beschouwen, waarvoor 
3 = is : deze is in fig. 4 geconstrueerd. De vergelijking in 9 
dezer lyn wordt verkregen door 



S3 



dB to 



die *^ i^^Sjpa — 1 

te integreeren, waardoor men vindt 

1 

ft' 

en met behulp van deze yergel^'king w te elimineeren; men ver- 
krygt dan /> = ± « ^. 

De oorsprong ligt nu op de asymptoot der evoluut, daar 

1 

5=0 IS , voor to =, - en p :=oo. Van den oorsprong af strekt zich 

de kromme aan beide si|jden uit, omdat a van af tot— oo en 
totookan aangroeien. De oorsprong Eelf is eenbuigpunt, daarw? = - 

eene grenswaarde ii. Voor « =: ±oo is ook w z= oo en p = ± ~t 

Aan beide z^den heeft dus de kromme een cirkel tot asymptoot, 
waaryan- de.straal is. Uit de iigaur bli|jkt de ligging der beide 



krommen p = -(- en p = — ^ ten opzichte 

van de vier takken der evoluut. 

Is 6 niet nul maar positief , dan worden alle kromtestralen 6 
eenheden langer. Beschouwen wij de twee takken, die voor posi- 
tieve waarden van to ontstaan, dan is , voor de minimum-waarde 

«?=-, p in elk geval =±ooj steeds bevindt zich dus op de 

asymptoot der evoluut een buigpunt. In den tak 

10 



p=zb + 



l/fi^w^ _ 1 



wordt nu p steeds kleiner, tot voor «?=zoo, p = d-t-- is; dezo 

f* 

is dus de straal van den asymptotischen cirkel, waarin de eene 
tak eindigt. In den anderen tak 

P — 6 — 



blijft ^ negatief, zoolang w>— ==^=== is; dan wordt p^O en 
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daarna positief tot, voor 10=00, pz=z6 is; en dit is de 

waarde , die de straal van den, nu uitwendig, asymptotischen cir- 
kel in den tweeden tak heeft, Het punt , waar w = — - , 

K^V •— 1 

is, is het keerpnnt, waar de ontwinding begint, Wanneer echter 

wzzz" wordt, voordat w =z ^-y-. ■ is, m. a. w. als 3<- 
fi |/^V— 1 ^ fi 

is, wordt het keerpunt niet bereikt; pblgft negatief; de asymp- 

totische cirkel is inwendig, en zyn straal — f b\ Is i=r-, 

dan is de asymptotische cirkel in dezen tak tot een punt gereda- 
ceerd. 

Als d negatief is, gaan dezelfde redeneeringen door metverwis- 
seling der beide takken. 

5^ — c 

2. /is negatief en b^ ) c. Stelt men ■ sz /t«* en 



-/ 



/»*^^— /=— , dan verkrygt men 



mp-\ = ± 



waarin weder m zzsl kan gesteld worden, 

te integreeren, verkrijgen wig 

w 



*-i = ± 



en hieruit yyth)^ -H 1 = 



l/(Ahd^ + 1 * 
1 



1/1— f*V«i* 



zoodat p-i = ± J^(l — f* V— 1)* 

is. Deze verg^yking geeft »— 1 = it - als grenswaarden voor 

»— 1. Voor beide waarden is w^=zoo en p«i=:0, terwyl «> zelf 

geene grenswaarden heeft. wz=,0 gaat samen met «_i = 0. 

Door den oorsprong gaat dus tevens de aanvangsrichting; en daar 

is p.i = l, welke waatde een maximum is. Gaan w\j dus van 

den oorsprong uit, en geven wy positieve waarden aan s^ \ en w, 

zoodat beiden toenemende zyn, en dus p.i positief is ^ dan neemt 

9 
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de kromtestraal af van 1 tot 0, terwijl e^ =oo en «^i=r- wordt; 

de kromme loopt bier das in een asymptotiscli punt uit, dat op 
eindigen afstand van den oorsprong verw^derd is. Geven wy aan 
8^1 en w negatieve waarden, dan z^'n zy afnemende; p^ i is weder 
positief; deze tak is gelyk aan den anderen tak en gaat daarin 
over in een punt, waar de kromte een minimum bereikt, hoedanig 
punt wy een top noemen. 

Wy kunnen ook «-.i positief en w negatief nemen of omge- 
keerd , waar door weder twee takken ontstaan , waarin nu evenwel 
p.i negatief is. Deze beide takken kunnen in bet asymptotiscb 
punt, als door een keerpunt, aan elkander gevoegd worden, omdat 
w door oo been van teeken veranderen , maar 8 niet grooter dan 

i worden kan. 

- Fig. 5 stelt deze kromme voor. De invloed van de konstante 
fL is bet best hierdoor merkbaar, dat z\j de lengte der gebeele 
kromme Ign tusscben twee asymptotiscbe punten bepaalt, die gelijk 
2 . 

— 13. 

De involuten zi|jn opgesloten in 

w 



Wy nemen als type de kromme, die in de figuur geconstru- 
eerd is en die ontstaat, door de ontwinding in den oorsprong 
te beginnen, dat is door b=zO te stellen; in dit punt wordt 
een keerpunt gevormd, en bet is duideligk^ dat p aan weersz^'den 

toeneemt tot - , dat is de straal van de uitwendige asymptotiscbe 

cirkels, waartoe de beide takken naderen. 

Is 6 niet gel^k nul en positief , dan is , voor ^ = , p reeds 

r= 6 , dus is p = voor «> = — — . ■ . De straal van den 

asymptotiscben cirkel wordt voor den tak , waar to positief is , 

5 -f- - , in den anderen tak — ( - •— 5 )• Is ecbter ^ > - , dan 
f« ^fi / ^ ft 

wordt bet keerpunt niet bereikt ; p blijjft positief en de tak^ waar 
w negatief is, beeft een inwendigen asymptotiscben cirkel met 
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1 1 

6 tot straal. Is eindelyk d = - , dan is het keerpunt juist 

in het asymptotisch punt der evoluut geschoven, tot welk punt 
ook de asymptotische cirkel teruggebracht is. 

Eene negatieve waarde van 6 levert gel^ke uitkt)mst«n met ver- 
iTisseling der beide takken. 

3. /is negatief en 5*<c. Stel -r- zzzffl en f4^i/^ — ^/=-; 

— / ^ 

dan heeft; men, den factor m van f—i gelyk 1 stellende, 

p^ 1 = T ^.t A i fa (m) 

Integreert men -^=p-.i, dan komt er 

aw 



«-.i = T 



1/^1— fC«fC»«' 



waaruit Tolgt i/l — /u'w* =: — :5=== 



Kf« V- 1 -h 1 



en dus p«i = q: ^/(/t« V« i 4- 1)». 

In (m) heeft to de grenswaarden ± ~ • terwiyi s^ i geene 

r* 

grenswaarden heeft. Voor w^±- is «-.i=oo en p— i = ±oo; 

en Toor to = is tevens «^ i = , zoodat de aanvangsrichtiDg 
door den oorsprong gaat » alwaar p. i = 1 is ; en deze waarde 
Tan p.i is een minimum. De oorsprong is dus ook een top, maar 
met een maximum waarde van de kromte. Gaan w^ van den oor- 
sprong nit, dan doorloopt, voor s^i en to beiden positief ofbei* 
den negatief, p^i alle waarden van 1 tot -f-oo, terw^l««i totoo 

en w tot- aangroeit. Aan weersz^den van den oorsprong strekt 

r* 

zich dus de kromme nit naar eene asymptotische rechte; en deze 

twee asymptoten maken den hoek -. Geeft men aan ^..i en to 

verschiUende teekens, dan verkriggt men nog twee takken met 
negatieven p^i. De aansluiting geschiedt met eene asymptoot, 
die daarby de rol vervult van een buigpunt, daar «^i door oo 
heen van teeken verandert, en dus blijft toenemen, terwijjl w, van 

het maximum - af, weder kleiner wordt. (Fig. 6.) 

8* 



36 



De inroluten z^n opgesloten in 



p = 6Zf 



Als & = is, begint de ont winding in den oorsprong ; daar is 

dus een keerpnnt ; p groeit aan tot p = oo is , voor «^ = -, en 

verandert dan van teeken: op de asymptoot bevindt zich een 

buigpunt. 

Is h niet nul, dan bl^'ft bet buigpunt op de asymptoot, terwijl 

h 
bet keerpunt zich verplaatst naar bet punt, waar to = . ^ = 

is I en dus voor iedere waarde van b bestaat. 

B. In vergel^king (3^) zyn geene byzondere gevallen te onder* 

scbeiden , daar ^ = een punt zou geven , en bet teeken van f 

slecbts bet teeken van p. i , niet den vorm der kromme verandert. 

Zelfs kan men / 1= 1 stellen, daar de waarde van f alleen op de 

afmeting der kromme invloed uitoefent, en dus alle krommen van 

deze soort gel^'kvormig zi^'n. 

2 
Door integratie van p-.i =— * -r • •••'«•••• (IV) 

1 

komt er «— 1= -^ 

vr 

en, door eliminatie van w^ 

P-i = T 2*-. \i/Tl{. 
Voor 8^\=.0 is p_i=0 en wrroo, voor «? = daaren- 
tegen p..i =oo en «_i =oo. De oorsprong is dus een asymp- 
totiscb punt en de aanvangsrichting eene asymptotiscbe recbte 
(fig. 7). «.i = is een minimum: in den oorsprong is dus een 
keerpunt 9 omdat to door oo been van teeken kan veranderen. Van 
de beide takken 

p-l=: — 2«_ij/*— 1 en p.. i = -4- 2«- ij/*- 1 
komt dus de eerste overeeu met positieve waarden, de tweede met 
negatieve waarden van to, Gaat men vaU de asymptoot in de 
beide draaiingsricbtingen voort, dan moet «^\ = oo als een maxi- 
mum bescbouwd worden en dus de asymptoot als een keerpunt. 
Hierb^* doet zicb ecbter een bezwaar voor in de uitvoering : slecbts 
de richting der asymptoot kan aangegeven worden; de lign zelve 
ligt — even als by de parabel — in bet oneindige. Dit blykt 
uit de vergelijking der iuvoluut 
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^ ^ -n9» 



1 

die, gei'ntegreerd z^nde, geeft 

to ' 

yoor 10 = is nameligk «=roo. Deze inyoluut is die, welke 
ontstaat, wanneer de ontwinding in den oorsprong begint, dnt is, 
als men in de algemeene vergelijking der involuten 

1 
IP* 

c:^0 stelt. In den oorsprong ontstaat alsdan een top^ waarin 
p=:0 een minimnm is. Is c niet gelyk nul en positief, dan 

begint de ontwinding in het punt, waar to= — = is; daar ont- 
staat dan een keerpunt: p verandert van teeken en bereikt zjjne 
grootste negatieve waarde. — e voor 10=00. De beide takken der 
kromme eindigen nu in een uitwendigen asymptotischen cirkel , 
waar zij een maximum-top vormen. Is evenwel c negatief « dan 
bereikt p zyne grenswaarde c, voor dat bet keerpunt gevormd is: 
de kromtestraal bliyft z^'n teeken bebouden . en een inwendige 
asymptotiscbe cirkel vormt een minimum-top. 

C. De kromme p«i= — - (V) 

is een cirkel. Wig vinden dus bier de inroluut des cirkels temg. 

D. In de vergel^king (^) kunnen wijj weder d z=,l stellen. 

1 

integreerende , yindt mdn 

met bebulp waarvan 10 kan geelimineerd worden, waardoor er komt 

p- 1 = 2««-. 1. 
De oorsprong is een asymptotiscb punt, daar, voor 8^\zn0, 
p.i = en t0 == 00 is , en de aanvangsricbting eene asymptoti- 
scbe recbte, daar, voor 10 = 0, p— i=roo en «-.i=oo is. 
Negatieve waarden kan 10 niet bebben, dus wordt de asymptoot 
een buigpunt , als men «. 1 door 00 been van teeken laat veran- 
deren. Even zoo zou de oorsprong een buigpunt worden, als 
men »- 1 door nul been van teeken liet veranderen. Deze kromme 



De vergelyking P-i = TT73f| • • C^) 



1 
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1^'n (fig. 8) beeft derhalve veel overeenkomst met fig. 4. Er is 
echter in de eerste plaats dit yerschil, dat in ^g, 8 slechts ^^ne 
asymptotische richting is , namel^k to = , terw^l er in fig. 4 

twee zijn^ die elkaar onder*een hoek - snijjden; in de tweede 

plaats is in fig. 4 Let asymptotisch pant als overgang ran den 
eenen tak op den anderen een keerpunt, in fig. 8 een bnigpunt. 
De vergelyking der involuten is 

Is 5 = 0, dan is voor «? = , p zzz±oo, Dit punt ligt op 
de asymptoot der evoluut en is een buigpnnt; want p verandert 
van teeken, terwijl w zijn minimum bereikt beeft. Dat dit 
buigpunt , en daarmede de asymptoot der evoluut, niet in bet on- 
eindige ligt, blijkt uit de vergelijking in 8^ die aldus is 

bet buigpunt ligt namel^k in den oorsprong. Yoor to = oo en 
« -= ± oo wordt p =: : de kromme beeft dus dezelfde asympto- 
tiscbe punten als bare evoluut. 

Is b niet nul , dan verscbillen de beide takken der kromme l^n 
aan weerszijden van bet buigpunt. In een der beide takken zal 

het punt , waar io = -7-- is , een keerpunt worden , en wel in den 

4d* 

iak met positieven p als 6 negatief, in den tak met negatieven 

p als 6 positief is. Die tak eindigt dan in een uitwendigen asymp- 

totiscben cirkel , de andere tak in een inwendigen asymptotiscben 

cirkel; van beide cirkels is 6 de straal. 



Wij gaan, tot besluit en tot recapitulatie , nog eens uit van 
de algemeene vergel^king 

J8^ -H 2Bsto + Cto^ + 21)8 4- 2mo + Fz=^ 0, 
en leiden bieruit nog eenmaal dezelfde uitkomsten af , maar op 
eene eenigszins andere w\jze, waardoor meer bet verband bl^kt 
tusscben de konstanten dezer vergelijking en de konstanten, die den 
vorm der kromme lijnen bepalen. 

Lossen w\j 8 op, dan komt er 

Bw^D |/(5« ^ JC) w*4- 2 {BD — AlL) lo-^JD^-^AF 

« = — • 7— ± ' ; 
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differentieeren wi[j tweemaal , dan komt er 

B , (B^ — AC) 10 -^ (BB — AE) 

P = :; ± 



J A\/( B^—AC)w^^2 (BD ^ AE)w -^ D* — AF* 
_ iD'^ — AF){B^^AC) — {BD—AEf 

'" ^ "~ ^ ^{(J?« - ^{7)tt^« ^- 2 {BD - AE) w 4- i>3 -. ^F} }• 
Stellen wij nu kortheidshalve 

Ifi'^AFz=ip, B^ — AC = g, BD — AEzzr, 

dan wordt de rergel^jking , die de evoluten van al de bedoelde 
krommen bevat, eenvoudig 



A (qio^ -h 2rw -|- j))i' 



Stellen wij eindelijk «?.= » — -, dan hebben wij 



.{.•^^) 



pq — r*\i' 

De aanvangsricliting t? z=i is nu z66 genomen , dat de kromme 
zich aan weerszyden daarvan symmetrisch uitbreidt; en wy hebben 

te ondcrscheiden of < of > is. In het eerste geval, 

q 

waarin ^ > en dus pq — r* < is , moet de raakly n , van de 

i/t^ — pq 

aan vangsrich ting uit , eerst een hoek • recnts en links 

gedraaid zijn, voordat er bestaanbare waarden van p te voorschyn 
komen , — voordat dus het beschrijvende punt zyne beweging 
begint. Dan komt dit punt uit bet oneindige en nadert, terwiji de 
raaklyn zonder opbouden blijft doordraaien , een bepaald punt 
dezer lijn, zonder bet echter ooit te bereiken, zoodat de kromte- 
straal steeds kleiner wordt en asymptotiscb tot nul nadert (fig, 4.). 

pq — f * ^ « 

Is . y 0, dan kan het beschry vende punt terstond zyne 

beweging over de raaklijn , zoowel vooruit als achteruit, aanvangen; 

terwy 1 in dit beginpunt de kromtestraal p — i = ?- ^ ^ is , 

A pq — f * 

en deze waarde is een maximum of een minimum, naargelang 

qy en dus pq^ r^ of j' < , dus pq — r* ^ is. In het eerste 

geval nadert het beschrijvende punt asymptotiscb tot een bepaald 

punt der raaklyn, terwyl deze onophoudelijk doordraait (fig. 6); 



n 
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in het tweede geval scHuift het bescbr^vende pant langs de raak- 
li[jn in bet oneindige weg, terw^l deze eene bepaalde ricbting 
asymptotisob nadert ; deze ricbting maakt met de aanvangsricbting 

den boek (fig. 6). De overgang tnsscben fig. 6 en fig. 

6 wordt gevormd door fig. 8, waarby ^ := is. De aanvangsricbting 
V ^zO wordt nu eerst na een oneindig aantal omdraaiingen be- 
reikt , en de minimum -waarde van p » i in bet beginpnnt wordt 
nul, Dit pnnt is bet asymptotiscb pnnt , waar in fig. 8 de kromme 
lyn ontspringt. Na een oneindig grooten boek gedraaid te bebben, 
nadert de raaklijn meer en meer de ricbting der asymptoot. 
Neemt men deze als aanvangsricbtiDg aan, dan wordt de verge- 

Iflking ,.,= :p_^. 

Deze vorm is, als z^nde een overgangsvorm, eenig in z^ne soort, 

Tosscben fig.* 4 en fig. 5 kan men een overgang maken door 
^^ — r*=0 te stellen, waardoor p_i = wordt. 

Een uiterste vorm wordt verkregen door A te doen afnemen 
en tot nul naderen. De waarde van p.i in bet beginpnnt wordt 
dan oo; maar dit punt ligt zelf in bet oneindige, zoodat men 
zelfs geene recbte 1^'n kan trekken , die er been leidt. B^ een 
oneindig aantal omdraaiingen nadert bet bescbr^'vende punt asymp- 
totiscb tot een bepaald punt der raakl^n. (Fig. 7.) 

De vergelijking wordt bier 

Is bovendien ^ = , dan wordt de kromme een cirkel , waar- 
van de vergel^king is 

C 

Soimond, 7 Jani 1874. 

H. Onkbk. 
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DOOB 
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iKLBIDINe. 

1. Vele vergeefsobe pogingea heeft Hajcilton aangewend, om 
Toor de bebandeling der meetkunde in de ruimte een hulpmiddel 
te vinden, dat even gescbikt zou zyn als de gewone complexe 
getallen toot de vlakke meetkuade. Eindeligk kwam b^ in 1843 
tot de ontdekking ran de tbeorie der quaternionen. Dat deze 
beantwoordt aan de verwacbting, door baren ontdekker gekoes- 
terd, beeft Hamilton bewezen door verscbillende verbandelingen 
in tiydscbrifteni in zyne ^Lectures on Quaternions, 1853*' en einde- 
l^k in z^'ne ^Elements of Quaternions, 1866". Het blijkt daarb^, 
dat de tbeorie der quaternionen een gescbikt middel aan de band 
doet , om de eigenscbappen der meetkunde in de ruimte te beban- 
delen met bebulp van zeer beknopte formulen. Daarenboven kan 
men gemakkelijik de meetkundige beteekenis nagaan ran de ver- 
▼ormingen, welke de formulen in die tbeorie ondergaan; zoodat 
z^ in dit opziebt een belangr^'k voordeel bezit op de gewone 
analytiscbe meetkunde. 

Belangriljk is de tbeorie der quaternionen ook met bet oog op 
de gewone imaginaire getallen. Wat zicb bi|j de laatsten nog 
duister voordeed , is door de eerste duidel^'k in bet licbt gesteld. 
In mijne tbeorie der algebra zijn bi|j de bebandeling der imaginaire 
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geiallen als het ware de grenzen tusschen da gewone imaginaire 
getallen en de quaternionen aangewezen. 

Eeeds in 1863 is op het merkwaardige van de tbeorie der 
quaternionen gewezen in de hoogst belangrijke rede, waarmede 
Prof. BiBBENS DE Haan zijn Hoo'gleeraarsambt aanvaardde. 

De beste bron, waarait men de theorie der quaternionen kan 
leeren kennen, is de genoemde ^Elements of Quaternions", Dit 
boek bevat 762 meestal zeer fijn gedrukte pagina^s, groot 8^. De 
groote belangrijkheid van de theorie der quaternionen brengt ech- 
ter met zich, dat zij verdient meer algemeen bekend te z^'n, dan 
in den regel het geval is , wanneer men een handboek moet 
ter hand nemen van den omvang van bovengenoemd werk. Om 
de theorie ook in ons land bekend te maken , heb ik in het vol- 
gende de theorie der quaternionen behandeld met enkele toepas« 
singen. 

In Frankryk is hetzelfde gedaan door Allegbet in ^^Essai mr 
le calcul des Quaternions de M. W. Hamilton. Paris 1862". In 
dat werkje heeft echter de duidelykheid veel geleden door de 
beknoptheid. Die fout hoop ik in het volgende vermeden te hebben. 

Te Leipzig is in 1867 v^rschenen ^Forlesungen uber die Com- 
plexen Zahlen und i/ire Funciionen von Dr. H. Hanesl, ler Theil, 
Theorie der complexen Zahlensystemen" , Daarin worden van biz. 141 
tot 196 de beginselen van de theorie der quaternionen behandeld. 
Het tweede deel, waarin de quaternionen verder zouden behandeld 
worden , is tot nu toe niet verschenen , terwyl de schrijver over- 
leden is. 



Ten aanzien van mijne behandeling der quaternionen zij vooraf 
nog het volgende opgemerkt. 

De zuive^ algebraische theorie gaat vooraf aan de meetkundige 
voorstelling. Dit is in overeenstemming met den vorm, waarin 
Hahilton zijne ontdekking het eerst heeft medegedeeld; het is 
verschillend van de volgorde, die H. in z\jne ^Elements of Qua- 
temiom^' in acht neemt. Ik heb de eerstgenoemde volgorde ver- 
kozen, even als Allb&bet en HAiJifKBL, omdat het overzicht van 
de theorie daardoor gemakkelijk wordt, Deze verhandeling vervalt 
nu in de volgende drie deelen: 

I. Algehrahche theorie der quaternionen, 
n. Meetkundige voorstelling van de quaternionen, 

in. Totpassingen van de theorie der quaternionen. 
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Ofschoon men in Nederland vry algemecn gewoon is den ver- 
menigvuldiger rechts van het vermenigvuldigtal te plaatsen, heb 
ik, in overeenstemming met Hahtltok, den vermenigmldiger 
links geplaatst. 

KortHeidshalve zuUen w^* gebruik maken van de volgende 
termen, die door de Engelsche wiskundigen vry algemeen gebruikt 
worden. 

Dat men heeft a + (3 + c) i= (a 4- ^) 4- c drukt men nit door 
te zeggen , dat de optelling der reeele getallen oBioeiatief is. 

Daar men voor reeele getallen heeft (jah)c:=ia{hc)^ zoo is ook 
de vermenigvnldiging der reeele getallen asaociatief, 

Dat men heeft a + 6 =z6 + a en ax^ = ^X<z, drukt men 
nit door te zeggen, dat de optelling en vermenigvnldiging van 
reeelo getallen commtdalief z\jn. 

Dat men heeft (a-i- 6)c ^zac + 6c en 

c(a + b)z:^ca + cb , 
dmkfc men nit door te zeggen, dat de vermenigvnldiging van 
reeelo getallen dintridutief is, 

Zooals men weet , vormen de gewone complexe getallen een 
stelsel van imaginairen, dat al de genoemde eigenschappen met 
de reeele getallen gemeen heeft. 

B^ de onderzoekingen van Hamiltok was een belangrijjke stap 
tot z^'ne grootsche ontdekkingen gedaan , toen hy zag , dat hy 
aan zyn nader te bepalen stelsel van getallen niet al de genoemde 
eigenschappen kon toekennen. Een tweede belangrijjke stap, die 
echter eerst na een groot aantal vergeefsche nasporingen gedaan 
werd| ^as het laten vallen van de commntatieve eigenschap der 
vermenigvnldiging. 



I. ALOEBBAISGHE THEOBIE DEB QUATEBNIONEN. 

MepmUmffem, 

f 1* Wiy dniden door t\ J en k verschillende niet-reeele een- 
heden aan, waarvan w^ veronderstellen, dat z^' aan de volgende 
voorwaarden vbldoen*. 

i«=i«=;t«=r — 1 en ij = k. 

Verder znllen w^ in het volgende achtereenvolgens vaststellen 



44 

aan welke wetten de bewerkingen met die eenheden onderworpen 
zyn. 

Aan het produkt van een der genoemde eenheden met een reeel 
getal a kennen wij de eigenschap toe, dat het niet van waarde 
veranderty als men de factoren verwisselt, dus 

aXi = a,i :i:zai z= ia , 
aXj^= aj == aj znja , 
aXh:=: a,hz:zak'= Tea. 

Door \Xi verstaan w^ hetzelfde als door %\ evenzoo Yoor/en 
k. Door — t verstaan w\j hetzelfde als door — 1 X » ; evenzoo 
voor y en ^. Oxt, Ox/ en Ox^ beschonweu wy als nul. 

§ 2. Als a, d, c en £? reeele getallen z^n, noemt men den 
vorm a ^ hi -^^ cj -^^ dh 

een quaternion. Wy zullen dezen dikwiyls aanwiyzen door de letter q, 

Yolgens de voorgaande definitie bestaat een quaternion in het 
algemeen uit 4 deelen, waarvan ^^n reeel is, terw^'l de drie 
andere deelen niet-reeel of imaginair ziyn. 

Als ^ = c = ^ = , gaat qziza-i^bi-^t^ + dk over in het 
reeele getal a. Als a = 5 = c = en £?=1, gaat q over in k, 
Evenzoo kan q overgaan in t en j\ In deze theorie zyn dus reeele 
getallen en de eenheden i,j\ k bigzondere gevallen van quaternionen, 

W^* stellen vast, dat een quaternion niet van waarde verandert, 
als men de vier termen, waaruit ziy bestaat, in een andere volg- 
orde neemt. 

Daar w^ aannemen , dat t , J en k getallen z^'n , die onderling 
en van de reeele getallen in aard verschillen , zoo kunnen de 
deelen van een quaternion elkaar niet geheel of gedeeltelijk opheffen; 
en volgens die aanname is een quaternion a -!~ bi + cj + dk alleen 
dan nul , als a := 6 = c = £? = 0. 

§ 3. Men zegt dat twee quaternionen a -\-bi +qj + dk 

en fl5| 4* b^i + cJ + d^k 
geligk zijjn , als men heeft a-zzza^y b=zb^^ c :=zc^ , dzzzd^, 

Het reeele deel van een quaternion noemt men z^'n Scalair^deel, 
en wij duiden dat aan door S oi Sq, aldus 

Sq z=za» 

De som der drie overige deelen van een quaternion noemt men 
zyn Fectof'deel J en wy duiden dit aan door F of Fq, aldus 

Fq = bi + cj-^dk ; 
derhalve is qz=z8q+ Fq, 
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OptetMmg en AfUreMimg. 

§ 4t, Door de som van de twee quaternionen a -(- ^t -{- c; 4- dk 

en a| + 6^i + cj+ d^k 
yerstaan w^ den quaternion 

(a + aj) + (^ + «|) » + (c + rj)y -f (rf + d^) k. 
Evenzoo voor drie of meer quaternionen. 
Yolgens die definitie zal de som van eenige quaternionen niet 
van waarde veranderen, als men die quaternionen in een andere 
volgorde samentelt ; of als men ze in groepen vereenigt en ver« 
yolgens die groepen samenvoegt, 

Daar nu de samentelling van quaternionen neerkomt op het 
samentellen van reeele getallen, is 00k de fiamentelling van quater* 
nionen, commutatief , associatief en distributief. 

§ 5. Door q — q^ verstaan wij een derden quaternion , die bij 
den tweeden opgeteld , den eersten oplevert, Yolgens deze bepaling 
bebben wig onmiddell^k 

(a -f- ^* + cj -h dk) — {«! -f- 6^1 4- cj + d^k) = 
= (a — flfj) + (^ — h^) « + (c — c^j +{d — d^) k. 
0pm. Uit het voorgaande blijkt^ dat de optelling en aftrekldng 
der quaternionen niets oplevert, betwelk verscbillend is van de 
bewerkingen met regele getallen. 

§ 6. Als qziza + 6i + c;-^ dk een quaternion is noemt men 

a — 6i.i^cj~-» dk den toegevoegden of geconjugeev' 
d^ quaternion van q, en men scbrijft 

Kq z=z K{a -h ^' 4- cj +dk)z=za — ^' -* cj'^dk. 
Terwy 1 wy dus hebben q:=z Sq+ Fq^ is 

Kq=:Sq— Fq. 

Door optelling q + Kq=: 28q , 

q—Kq=z2Fq. 

§ 7, Telt men samen q •=! Sq + Fq en 

q^ = 8g^ + Fq^ , 

dan krygt men q + q^=(8q'+' Sqf) + (^^ + ^qi)- 

Men beeft dus, daar de som van twee scalair-deelen weder 
een scalair en de som van twee vector-deelen weder een vector is, 

S(q + qO= 8q+ %, 
F(q + q^)=zFq+Fq^. 
Evenzoo is S{q — q^)zzz Sq — Sq^, 

V{q-qd-rq^Fq,. 
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§ 8. Voor drie quaternionen heeft men volgens het voorgaande 

Evenzoo voor vier en meer quaternionen, 
§ 9. Men heeft 

Js:(? + ^i) = ^(? -h ^i) — ^{q + ^i) , 

of K{q -h qx)=8q + 8q^ — Vq—Vq^ , 

K{q^qd={8q—Fq) + i8q,— Fq;), 
K[^q'hqi)=^Kq'hKq^, 
Erenzoo is K^q^^ q^ znKq-^ Kq^ , 

^{^i H- ?i + q^) = ^q + ^qi + ^q^ , enz. . 



Vermemigvmtdigimg . 



§ 10. Beschouwen wij in de eerste plaats de eigenschappen 
der rermenigvuldiging van de eenbeden i^ J, k, 

Vroeger hebben wij reeds vastgesteld 

i^—j^ — k^ — ^l 
ij = k. 

Ook hebben wij aangenomen, dat het prodnkt van zulk een 
eenheid met een reeel getal commutatief is» 

Als a en ^ reeele getallen zyn , strekken wij die eigenschap uit 
tot het verwisselen van zalk een reeel getal met een der eenheden 
i, y en ^ in een gedurig prodnkt. Aldus 

W^ kennen verder aan het gedurig produkt van drie zulke een- 
heden de associative eigenschap toe. B.v. 

(if) kzni {jk) = ijh 
Wy strekken deze eigenschap ook uit tot het produkt, dat men 
verkrijgti als ^^n of twee van de eenheden vervangen worden 
door een reeel getal. * 

$ 11. Met behulp van die vastgestelde (of aangenomen) eigen* 
schappen kunnen wy verder door redeneering de overige eigen- 
schappen van de vermenigvuldiging der eenheden f, y, k afleiden. 
De voornaamste van die eigenschappen zyn de volgende. 
Uit ijszk volgt i (if) =:zik en dus ook 

(n')y= ik 
^lXj = ik of 
t^ = — /. 
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Uit ikzzz'^J volgt (ik)ki=z — Jk, en dus ook 

»(*^) = — y^, of 
— « = — y^ , of 

Uit jk = i Tolgt yi =y (y A) rr^"*^ , en du8 ook 

yt = — it. 
Uit ji = — k volgt 

^ t = — (y «) i=z^-'j (i f) , en das ook 
ki=j\ 
Uit kisij volgt ^y ,^ ^ (^t) = (* ^) t , en dus ook 

kj = — t. 
De gevonden formulen samenvattende met de gegevene ij = k, 
bebben wy ij = ^ , jk:=z%^ hi =y , 

y» = — it, ^y= — », »ifc = — y. 

Wy bebben dus: als men b^ de eenbeden t, y en ^ de cycliscbe 
volgorde ijkij»... in acbt neemt, is bet prodnkt van elke 2 
opeenvolgende eenbeden gel^k aan de derde eenheid; en als men 
de twee factoren verwisselt, is bun prodnkt gelij'k aan de andere 
eenbeid met bet teeken — ». 

Daar wijj volgens bet voorgaande bebben 

iy=— yt, jkzzz — kj ^ ki=, — ik, 
zoo bebben wij de eigenscbap : dat bet prodnkt van twee der eenbe- 
den t, J en k van teeken verandert, als men de factoren verwisselt. 

§ 12. Nemen w^ nn produkten van de drie eenbeden, waarin 
de volgorde der eenbeden cycliscb is: 

ijkj jki^ hij. 

In elk van deze gednrige produkten mag men volgens bet voor« 
gaande bet prodnkt van twee opeenvolgende factoren vervangen 
door den derden factor. Elk der gednrige produkten is dus gelijk 
aan bet vierkant van een der eenbeden , d. i. gel^k aan •« 1. 

ijk =: y ^ » nr ^ V = — 1 : 

Nemen ^y nu produkten van de drie eenbeden ifjenk, waarin 
deze niet cycliscb voorkomen : 

ikjf jvh^ hju 

In elk van deze gednrige produkten mag men volgens bet 
voorgaande bet prodnkt van 2 opeenvolgende factoren vervangen 
door den derden factor maal — 1. Elk der gednrige produkten 
is dus gel^k aan — 1 maal bet vierkant van een der eenbeden » 
dat is geliiik aan (— 1)* = 4-1. 

i hj zrzjikzn kji =r + 1. 
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§ 13* Men knn de associatiere eigenschap der vermenigyuldiging 
ook uitdrukken, door te zeggen, dat men in een gedurig produkt 
van drie eenheden i , j oi k den tweeden en derden factor mag 
yervangen door Hun produkt, Paar wij yerder in een gedurig 
produkt van vier zulke factoren den eersten en tweeden factor kunnen 
yeryangen door bun produkt, en daar dit produkt of een reeel 
getal of een der drie eenheden i, j of k is, zoo mogen w^' ook in 
een gedurig produkt van vier factoren den derden en vierden 
&ctor yervangen door hun produkt. 

De associatieve eigenschap geldt dus ook voor vier factoren. 
Zoo voortgaande bl^kt, dat de associatieve eigenschap der ver- 
menigyuldiging geldt voor een willekeurig aantal der factoren 
i, y en k, 

B^ produkten van den vorm ai X bk strekken wy de associatie?e 
eigenschap ook in dien zin uit, dat men aanneemt 

ai )c6; =iaxiX6Xj, en dus 
ai X6j'=^ abX i Xj :=iab x ij = c^k. 
§ \4l Nu gaan w^ over tot de vermenigyuldiging van twee 
willekeurige quaternion en : 

{^a + hi + qj + dk){a^ + ^^t-i- c^; + d^k) = qq^ = q^. 
Wij kennen aan zulk een vermenigyuldiging de distribiUieve 
eigenschap toe. Wijj vinden dan voor het produkt 

q^zzzaa^ +a6^i +acj +ad^k + 
-f- 66 1^ + a^6i + 6d^i k + 6c^iJ -|- 
+ cc^"* -i- cdjk + a^cj -h 6^q;i + 
+ ddijc^ -I- c^dhj -^ 6^dki + a^dk ; 
en daar t* znj* = ^ = — 1 , Jkzuz — kj =:if W = — ik =:J , 
iJ == — Ji zz k , zoo heeft men 

qq^ =: ^2 = (''"'i "^ ^^i "" ^^i "^ dd^)'h(a6^ + a^6 + cd^ — c^d) i + 
+ (ac^ + a^c + b^d — 6d^)j + (adi + a^d + ^i — 6^c) k, 
Bepalen w\j nu het produkt q^q, waarin dezelfde factoren als 
in het voorgaande geval, maar in andere volgorde voorkomen. 
Men vindt op dezelfde w^'ze als hierboven 
q^q ^z (aa^ — 66^ — «?| — dd^) + (a^| + a^6 — crf| + c^d) t + ... 
-f- (fl^i -H «iC — 6^d -f. 6d^)j + (ad^ + a^d — 6c^ 4- 6^c) k, 
Uit de vergelijking der beide voorgaande produkten bl^kt 

Hieruit blijkt, dat het produkt van twee quatemionen in het 
algemeen van waarde verandert, als men de factoren verwi88elt> 



of 
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of m. tk, w,: de vermenig^uldiging der quaiernionen is i» hetalgemeen 
niet eommuiaiief. 

5 15, Zal het prodakt van twee quaternionen commutaiief z\jn, 
zoo is noodig en yoldoende dat men bebbe 

Voor de^e drie vergelykingen kan men schryven 
c d d b b e 

bed 
of Vq — bi ^qi^ dh = j {b,i 4- *^C/ -h ^-^dkj. 

Of ^^ = ,^(v-^5cy+^V.) = Ar,, 

Wi[j hebben dns in woorden : opdat het produkt van itoee quatemio' 
nen niet verandere met de volgorde der factoren^ is ?tet noodig en 
voldoende^ dat de vector^deelen van die quaternionen niet of sleehti 
door een reHelen factor verschillen. 

§ 16. Voor het produkt van een quaternion qzzza + bi + qf + dk 
en zijn toegevoegden Kqz=za — hi — qf — dk vindt men 

a« 4- 5« -f. c« 4- (^. 

De som van deze quadraten noemt men de norm van q, en wy 
duiden die som aan door Nq. Wij bebben dus 

q,Xq ^=iXq.qz=iNq, 

Daar KKq = q zoo is NKq = Nq, 

Den positieven wortel nit de norm van q noemt men den temor 
tan q en duidt dezen aan door Tq , zoodat w\j ook hebben 

q,Kq=Nqz=z(Iq)\ 

\ 17. Terw^l w^ aangenomen hebben, dat het prodakt van 
drie quaternionen associatief is, voor het byzondere geval, dat die 
quaternionen drie eenheden (t, j of k) zijn, zoo zuUen wij na 
onderzoeken , of het produkt van drie wiilekeurige quaternionen 
eveneens associatief is. 

Beschouwen wy de produkten (^^i)^^ ®^ 9(^«9a)* ^ocrt Di^n 
de vermenigvuldigingen nit met toepassing van de distributieve 
eigenschapi dan komen in de twee uitkomsten de termen twee 
aan twee overeen in dien zin , dat die twee termen uit dezelfde 

drie reeele en drie niet-reeele factoren bestaan. Letten wy verder 

4 
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alleen op de drie niet-reeele factoren, dan valt daarbij het volgende 
op te merken: in de eerste uitkomst raoet men den factor rechts 
vermenigvnldigen met het produkt der twee andere factoren » ter- 
wijl men in de tweede uitkomst den factor rechts eerst moet 
vermenigvnldigen met den middelsien factor en het komende 
produkt met den factor links. Omdat de associatieve eigenschap 
geldt voor het produkt van drie der eenheden (e, j, X:), zijn dus 
die twee overeenkomstige termen gelijk, Daar op dezelfde wijze 
elke tWee overeenkomstige termen gclijk zyn , zijn de uitkomsten 
gelyk. De cuaociatieve eigemchap geldt derhalve voor het produkt 
van drie toillekeurige quaternion en » 

Geheel op dezelfde wijze blijkt , dat de associatieve eigemchap 
ooh geldt voor het produkt van een willekeurig aantal quatemionen, 

§ 18. Tn het voorgaande hebben wij de vermenigvuldiging der 
quaternionen leeren kennen als een bewerking , die associatief en 
distributief is, maar waarvoor de commutatieve eigenschap in het 
algemeen niet doorgaat. 

In het volgende zullen wij eenige eigenschappen der vermenig- 
vuldiging nagaan, die later toegepast worden. 

{ 19. Als men den toegevoegden neemt van het produkt van 
twee quaternionen ^ = a -|- ^' 4- <t/ H- ^-^ en 

9^ = «i 4- b^i -h cj -H d^h^ 
dan moet men onveranderd laten het teekeu van de termen 

4- flfli I + hb^i^ , H- cci^j^ en 4- dd^k^ , 
en men moet het tegengestelde teeken geven aan alle overige 
termen. 

Gaan wij nu na , welke veranderingen men in het produkt qq^ 
moet maken, om het produkt te krijgen van de toegevoegden van 
9 en 9i, in tegengestelde volgorde. 

Vooreerst blijft de term -^ aa^ onveranderd. Van de termen 
4-3^1?, -hcci^*, '•^ddijc^ veranderen de twee factoren van tee- 
ken , zoodat die termen ook onveranderd blijven. De termen » die 
onveranderd blijven, als men nit qq^ afleidt Kqq^^ blijven dus ook 
onveranderd, als men uit qq^ afleidt Kq^.Kq. 

De overige termen van qq^ en Kq^^^Kq kan men in twee 
groepen verdeelen; elke term van de eene groep ontstaat nit de 
vermenigvuldiging van een reeelen term met een imaginairen ; 
elke term van de andere groep ontstaat uit de vermenigvuldiging 
van twee termen, waarin twee verschillende imaginaire eenheden 
voorkomen. De termen van de eerste groep hebben in Kq^.Kq 
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hot tegeugestelde teekon , dat z^ qqi hebben , daar de term met 
de imaginaire eenheid in de twee gevallea het tegengestelde teeken 
heeft, terwijl de andere term in de twee gevallen betzelfde teeken 
heeft. Met een term der tweede groep in qq^, b.v. met den term 
(-H ^) (-i- ^1^) • komt overeen ( — d^k) ( — <;/) z= (4- d^k) (+ (f), 
Daar hxl jk z=, ^^ kj ^ zoo hebbm de termen van de tweede groep 
in g^i het tegengestelde teeken als in Kq^.Kq, 

Volgens het voorgaande hebben wy. 

In 9^1 en J^qq^ hebben de termen tvree aan twee yerschillend 
teeken, behalve aa^^ bb^fl, c(^\j^* dd^J^» 

In qq^ en Kq^.Kq heeft heizelfde plaats« Wij hebben dus 

Kqq^ = ^^^* 

\ 20. Uit de Toorgaande formule volgt 

Kqqiqg^ = Kq^Kqq^ = Kq^Kq^Kq. 

Evensoo -^^^i^i^a = ^q^^q^^qi^q 9 enz. 
{21. Uit Kqq^ = Kq^.Kq volgt 

qqi^qqi = qqi ^q\ Sq, of volgens da asso- 

oiatieve eigenschap qq^ Kqq^ := q (q^ Kq^) Kq ^ 
of h^qqi =■ q Nq^ Kq. 

Daar Nq^ reeel is Kqq^ z=: q Kq Nq^ , 

Nqq^ = ^i ^9i $ 
of ook %i = Tq Tq^. 

De voorgaande formule of 
(a« 4. 52 4. c« -H rf2) (fl5|«-|-34«-hc^«-f^/|*) = (aa^ — bb^ — cc^ ~ dd^)^-^ 

4- {adj^ -H Oj^d + bc^ — b^cf 
zegt on»i Het prodnkt van twee sommen , ieder van vier quadra- 
ten , is weder een som van vier quadraten. 

Met behulp van de theorie der quaternionen bewijst men das 
even eenvoudig de genoemde stelling. als men met behulp van 
de gewone imaginairen de overeenkomstige stelling voor sommen 
van twee quadraten bewi[jst. 

§ 22. Een quaternion , gedeeld door zijn Tensor , noemt men 
den Fersor Tan den quaternion. Wiy duiden den versor van 9 aan 
door Uq aldus 

of q = Tq.Uq. 

Declt men de twee leden van Tg^j = 2^.^94 beiden op 991, dan 

4* 
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Tqq^ Tq Tq^ 
of Uqq^=zUq,Uq^. 

Evenzoo Yoor drie en meer factoren. 
§ 23. Zy Vq = bi^ql'\'dk, 
dan is KVq = — hi — qj ^dk \ 

en du8 NVq rr ^+c*-i-«P, 

of ( Vqf = — (^« 4- (?« -h (f«) , 

TVq =: |/'(5« -h c« H- ef«). 

Volgeni de vorige § is ?7Fg = 



j/^*4-c*4-^ 



a -^ hi '{■' cf -\-' dk 
§ 24. Wij hebben , als Uq = ^ .u . u ,a > 0°^^ 



|/a« 4- d« 4. c* -+- ^ |/(a* 4- 5* -h c*+(/*) V(^' -h c*-|-(i*) ' 

Stellen wlj — 7-r — r^ -r- voor door Coii ^ dan is 

l^(a' -h ^* -h c* -h ef^) 

1^(514. c»4,^) _ 

en wy bebben dus Uq z=zCo8 9 + Sin i . Urq , 
of qzrzTqiCoa^-^- Sin 9. C7F<y). 

§ 25. De voorgaande scbrijfvrgze van q komt gebeel overeen 
met de schryfwyze Af (Co« d -|- &*« 9 y — 1) voor een gewoon com- 
plex getal. Men heeft in bet eene ge^^al UFq^ waar men in het 
andere geval i^ — 1 beeft; in beide gevallen is ecbter weer 

(|/_l)t__i en (UFq)^z=:—l. 

UFq bezit dns de eigenschap Tan y — 1 , die men toepast bg 
het herleiden van bet produkt van twee complexe getallen. Yer- 
menigvuldigt men dus met elkaar twee qnaternionen q en q^^ 
waarvoor UFq = UFq^ » dan heeft men , even als voor gewone 
complexe getallen , 

TqiCns 9 4- Sin 9 UFq) X Tq^ (Coad^-^- Sin 9^ UFq) = 
= TqTq^ [Cm(9 -j- ^^)-^ Sin(l^ + ^^) UFq] . 

Evenzoo voor drie en mcer factoren. 

"Voor een willekeurlg geheel gctal m is op dezelfde wyze 

9» = {Tq)'''iCo8 m6 -h Sin mi UFq). 

§ 26. By de toepussing van de tbeorie der qnaternionen op 
de meetkiindef treden op den voorgrond guatemionen, waarvan 
het Scalair^deel nul tt, en die men tectoren noemt. Wy znllon 
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zulk cen rector kortheidshalfe aanduiden door v aldus: 

Men heeft dus Tolgens de ondcrstelling 5i> = en Fr = r . 
Volgens § 23 heeft men ^ 

JTp = — xi — yj — zk, of 

irp = — r, 

iVb = (— p«) = a;«4.y« + ;f«, 

Als Tv=zl, is das ook Uhzzzv^ en men noemt p dan een 
eenheultveclor, 

§ 27. Volgens § 19 en de voorgaando § heeft men 
Kvr^ = JTrj . Kv = ( — tj) . ( — p) = r|W. Eveneoo 
Kw^v^ = JTpj . i&i . Kv -= (— Pj) (— P|) ( — p) =: — v^v^v, 

§ 28. Volgens § 6 en § 27 is nn 

25pp^ z=r PP| -|- jrpP| = PP| -h P|P, 
2 FpP| = PP| — JTrPi =z rp| — P|P. 
Uit deze beide vergelykingen volgt weder 

^p, =: Sv^v , 
Fppi = — FpiP, 
Verdcr is 28w^v^ = vp^v^ — PjPjP , 

2 A^pP|Pj = pPjPj 4- TjPjP , cnr.. 



§ 29. Door het quotient van twee quaternionen qiq^ verstaat 
men een derden quaternion |, waarvoor men heeft 

^9i = ^ of 

(w + K% + yy + zk) (fl| H- 3ji -H cj -*- (/|^) = a -f- *« -J- c; 4- <^^« 

Voert men de vermenigvuldiging in het eerste lid uit, dan 

kr\jgt men door gelijkstelling van a^ h^ tu d aan de overeen- 

komstige coefficienten van het eerste lid vier vergelijkingen , 

waaruit men w^ »^ y tn z kan bepalen. 

Om het oplossen van die vier vergel^kingen te verm^'den, 
fermenigvuldigon wy Kq^ met de beide leden van de voorgaande 
vergelijking. Men krijgt dan 
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q:qi = ^ = q.Kq^:Kq9 

Uit dc voorlaatste vcrgelyking volgt 

wNq^ =:aa^ + bb^ 4- cc^ + dd^ , 
xNqi = a^b — ab^ + c^d — cd^ , 

gNq^ = ^4^? — ad^ -|- 3|C — 5Cj , 
waarin Nq^ = a^ ■+• 5^^ + c^ + ^|*. 

Daar wij veronderstellen , dat a^^ 5^, c^, «?j reeele getallen zijn, 
£00 is t^q\ alleen nul, ah men heeft 



a 



1 



= 5^ = c^ = ^^ = , of 



^1 = 0. 

Zoodra dus q^ van nul verschilt , vindt men voor het quotient 
q : q\ i£n bepaalden quaternion^ 

\ 30, Stellen wij g := 1 in de formule der vorige § 

-i =:■■ ,- , dan krijgt men 

9\ ^qi 

Noemt men het quotient der deeling van de eenheid door een 

quaternion den omgekeerden of den reciproken van dien quaternion, 

zoo heeft men volgens de voorgaande formule : Den omgekeerden 

^van een quaternion verier ijgt men , door zijn norm te deelen op den 

toegetoegden quaternion, 

Duiden wy den reciproken van q^ aan door Bq^ of qC'^i zoo 
heeft men volgens het voorgaande 

^ = qy- = qqr^=qBq,, 
Hi H^ 

of in woorden; men dealt een quaternion door een anderen^ als men 

den reciproken van dezen vernoevigvuldigt met den eersten, 

De deeling van twee quaternionen is dus teruggebracht tot een 
vermenigvuldiging van twee quaternionen. 

§ 81. Yolgens het voorgaande heeft men 

— • — I . 

^ 9 9 

In woorden hebben wij nu: de som van tteee quotienten^ die 
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een gimeenichappeUjken deeler hehhen^ is gelijk aan de aom der 
deeltallen gedeeld door den gemeenschappelijkm deeler, 

Evenzoo voor drie en meer quotienten, en ook voor het ver- 
Bchil van twee quotienten. 

Men kan het voorgaande beschouwen ah de uitdrukking van 
het distributieve beginsel der deeling, ten aanzien van het deeltal. 

Volgens § 30 heeft men verder 

q~ Nq, - Kq, " {Tq.f ' 

9i Tqi 

of in woorden; de tensor van een quotient is gelijk aan den tensor 

van het deeltal gedeeld door den tensor van den deeler. 

Hieruit yolgt onmiddelijk : dat het quotient van twee versoren 

weder een versor w. 

et Uct 

Uit g=— volgt Uq:zz —, daar men heeft 

et Tot, cc iTee, Uct 
§ 32. Men heeft 

^ ^^' qx ^9l (^9i)- 

of RRqx - ^^^^^, . iV ^^^^^, - ^y^^), . ^.j,^^y > 

q^ (%)2_ 

of R i^qO = 91 ; 

of in woorden: de reciproke van den reciproken van een quaternion 
is deze laatste zelf. 
Yervangt men nu in de formule 

- = qRq, , 
q^ door Rq^ en dus Rq^ door q^, dan krijgt men 

q 

Rq^ 
of in woorden: in plaats van een quaternion te vei-menigvuldigen 
met een anderen, mag men dezen (vermenigvuldiger) deelen door 
den reciproken van den eersten, 

§ 33. Volgens het voorgaande heeft men even als voor reeele 
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1 q 

getallen ^ , — == i , 

terwnl in bet algemcen — . q verschilt van ~ . 

Men beeft ook volgens de associatieve eigenscbap 

9 9i 1 i I 9 

— ,- — 9 . — , ^^ ,— =r o . — =r — , 

9i 99 9i 9i 92 99 

of ^.ii = i.. 

9i 92 92 

94 9 

oven als voor reecle getallen ; terwijl in bet algemeen ^ . — ver- 

92 9i 

scbilt van — . 
9i 

Evenzoois l.^-«.2?=.l 

9i 92 93 93 
{31. Volgens de voorgaaude § beeft men 

i.?i = l en ?i.^=l. 
9i 9 9 9i 

Merken w^ verder op, dat men beelt 

221 = 1:1. 
9i 9i 

Yolgens § 29 is bij deze deeling R-^ een quaternion, waarvoor 

9i 

men beeft (r^].^=:1, 

\ W 9t 

en dit is volgens bet voorgaande waar, als men JB— vervangt door 

9i 

9f 9 

^« Daar verder i2-^ volgens § 29 slecbts den bepaalde waarde 

9 9i 

beeft, zoo is iZ 1=1*, 

9i 9 
of in woorden : mm verhnjgt den reciproken van het quotient ran 

twee quaternionen, ah men deeler en deeltal terwiaselt, 

§ 35. Yolgens § 34 beeft men 

JLliz^i.. i^i* = -!.?! z=i. 

92 92 92 92 92 9i 9i' 

of in woorden: in de theorie der quaternionen m het quotient van 

twee breuken, die een zelfden noemer kebben^ gelijk aan den teller 
van het deeltal gedeeld door dm teller van den d^ler. 
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§ 86. AU V en v^ eenheiditedoren zijjii, heeft men 

— = ©. Kv^ = V . (— 1?|) = — W|, 

of in woorden: ^1 quotient van twee eenheidsvectoren U het tegen* 
gestelde van het produkt van den deeler vermenigvuldigd met het deeUal, 
Verder heeft men voor eenheidwedoren 

V 

K — =ir( — W|)=: — Kvv. == — v.v, 
rj * * ' 

28l'Z=z^{vv,^v,v)\ 

2F — = — Wi 4- ^\^» 

§ 37. Door deze drie formulen worden K, S en V van een 
quotient van eenheidsvectoren uilgedrukt in prodakten van die- 
zelfde vectoren. Men kan ook omgekeerd K^ B tn V van een 
produkt van eenheidsvectoren uitdrukken in quotieuten van een- 
heidsvectoren. 

Daartoe vcrvange men in de drie voorgaande formuleu 

— ^ door — rp, , 
W| door — — en 







t^v 


door 


V 


Men 


krygt 


dan voor eenheidsvectoren 






Kw^ 


=: — 


> 

V 






IBvv^ 


= — 


\v^ V 






2Fwi 


= — 


V V| 
P| V 


Volgi 


ens de 


voorgaande § 


heeft 


men 




\ 


2^1 


= — 


'{vv^ -hi 



£venzoo 25-^= — (»tP + t^t't) , en dus heeft men 

v 

V Vm 

voor twee eenheidsvectoren 8 — =. <S — . 

r| V 

Deze laatste vergelijking gaat niet door voor willekeurige vecto- 



58 



ren. Men heeft dan '^a^^ m'^Jm' 



Uit deze twee vergelijkingen volgt, daar '^'jTa^^ '^'fj~> 



{TFordt vervolffd.) 



KLEINERE MEDEDEELINGEN. 



' *-r _ ^ -r^ -^ . 



OVER DE B£WEGING VAN £EN HALVEN BECHTEN CIRKEL* 

VORMIGEN KEGEL, DIE MET ££N ZIJNER BESCHRIJVBND8 

LIJNEN OP EBN HORIZONTAAL VLAK LIGT. 

DooB Dr. U, J, RINK. 



Het geval der beweging van een omwentelingslicbaam op een 
plat vlak, heeft meermalen het onderwerp van beschouwingen 
uitgcmaakt. In Jullien*s Problemes de MScanique^ II, P^g. 170 — 198 
en in Schbll's Theorie der Bewegung und Krafte^ Seite 851 — 801, 
worden verschillende voorbeelden van dergelijke beweging vrij 
uitvoerlg behandeld. Ook vindt men de literatuur van dit onder- 
werp daar vry volledig opgegeven. 

Het geval echter, dat bier behandeld zal worden, wijkt in 
tweeerlei opzicht van dat gewone af; vooreerst zijn bij den halven 
kegel niet, gelyk bij een omwentelingslicbaam, twee der hoofd- 
traagheidsmomenten gelijk; en daarenboven rust het lichaam volgens 
cene lijn en niet, zooals bij een bol of een tol, met ^n punt op 
het horizontale vlak. Het gevolg hiervan is, dat het aangrijpings- 
punt der reactie van het vlak en daardoor het Hiomeuf der op 
het lichaam werkende uitwendige krachten niet ingevoerd kan 
worden. Wei zegt Sohell in zijn aangehaald werk, Pag. 849 , 
dat in dit geval „die Widerstande in alien Punkten parallel sind 
„nnd sie eine Einzelresultante haben mit bestimmtem, aber vou 
„Gerade zu Gerade wechselnden Angriflfspunkte" , doch dit be- 
teekent niet veel, wanneer men door onbekendheid met de betrek- 
kelijke grootte dier evenwijdige weerstanden de ligging van dat 
bepaalde aangrijpingspunt niet aangeven kan. 

De beweging van het lichaam zal gesplitst worden in die mn 
het zwaartepunt en die om het zwaartepunt. 
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Om deze te bepalen, nemen w^ twee assenstelseU aan; ket 
eene vast, bet »ndere zich bewegende met het lichaam. Het XT- 
vlak van het eerste valt samen met het horizon tale Tlak, wtfarop 
het lichaam zich beweegt : de oorsprong kan willekeurig gekozen 
worden, lerwijl de richting der assen in dit vlak nader aangegeven 
zal worden; de positieve Z-as heeft eene richting, tegengesteld 
aan die der zwaartekracht. Het andere assenstelsel heeft zijn '^ 
oorsprong in het zwaartepunt van het lichaam en de i'-, 1 '-, Z'- 
assen vallen samen met de hoofdtraagheidsassen van het lichaam. 

De beweging van het zwaartepunt wordt alzoo bepaald door de 
codrdinaten van den oorsprong van het bewegelijke ten opzichte 
van het vaste assenstelsel : wij zullen ze ^ , 9 en ^ noemen. De 
beweging om het zwaartepunt wordt door de richting der X'-, JT-, 
4?'-assen aangegeven. Ten einde die te bepalen, maken wij gebruik 
van de bekende hoeken 3*, ^ en 0^ waarvan S- de hock is tus- 
schen de positieve Z- en Z^-as; ^ de hoek tusschea de positieve 
X-as en de snijlijn der XZ- en X' P-vlakken , en ^ de hoek 
tusschen de positieve X'-as en genoemde sni[jlijn voorstelt. Door 
de grootheden £, tf, ^i B** 4^* 4^ is de stand van het lichaam 
volkomen bepaald^ en deze moeten alzoo in fuuctie van den tijd t 
worden uitgedrukt, Allereerst moeten nu de richtingen der hoofd- 
traagheidsassen in het lichaam aangewezen worden; blijkbaar loopt 
cen dezer, de Z'-as, evenwijdig aan de as van den kegel; van de 
beide anderen, in ecu vlak loodrecht op deze gelegen, is een» de 
X'-as, evenwi[jdig aan het vlak, dat den kegel middendoor gedeeld 
heeft, terwijl de derde, de l^'-as, loodrecht op het vlak van de 
beide dersten staat. Noemen wij de traagheidsmomenten om deze 
X'-, r*-, Z'-assen rcspectievelijk J^ B tn C, zy r straal van het 
grondvlak des kegels en h de hoogte, dan is 

^="(fo'*-r.)' 

De krachten, die op het lichaam werken, zyn de zwaartekracht 
en de reactie van het vlak, die beiden evenwijdig aan de Z-as 
z\JD, Derhalve is voor de beweging van het zwaartepunt 

-^ = en -T-, = 0, diis 






I = «/ + ^u; y.= i, <| = «/ + V 



dt ' - - • -U. ^( 
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a en 3 beteekenen de aanvangasnelheden van liet zwaartepnnt 
in de ricbtingen van X- en JT-as. Nemen wij aan, dat bet licbaam 
aanvankelijk in rust is, dan worden deze = 0, en 

zoodat bet zwaartepnnt zicb alleen bewegen kan op de Yerticale 
lijn, die door den aanvangsstand van bet zwaartepnnt gaat. Was 
-de aanvangssnelbeid van bet zwaartepnnt niet == , dan zonde 
de borizontale beweging van bet zwaartepnnt recbtlijnig en een- 
parig zyn. 

Beschouwen wij nu voor de verticale beweging ran bet zwaarte- 
pnnt de doorsnede van den kcgel met een vlak loodrecbt op de 
^'-as en gaande door , bet zwaartepnnt van bet licbaam. In de 
figuur (2) is nu EO de snijlijn der XT- en X'JT'-vlakken en dus 

LKEQz=:LOKM=z<p en L^^^=Z-XiO = 9- , en 
L QENz=z^ (EN evenwijdig aan OX), 

l=z8Ci=zKB^ XDrz:- r Sin ^ ^ SK Cos SKD z=z 

4 

3 r 
= - r <Si» 9- SinB'.CosCb. 

Noemen wijj /?, 9 en « de snelbeden van rotatie om de assen 
X' y JT en Z^, en T de levende kraebt van bet bewegende licbaam, 

dan is 2T=i J^ -h J5j* -+- a« 4- «» ('^\ . - 

Om deze waarde van Tin onze veranderl^ken d-, ^, 4^ uitte- 
drukken, maken wij gebruik van de bekende vergelgkingen 

p = Sin B-.Sin^ -— 4- Cos -— , 

at at 

qzr Sin^,Cos0 -J- — Sin ■-- , 

at at 

d^ d0 

s == CosB- 1- -^. 

dt ^ dt 

Uit de JBgnur blijkt nu, dat tg^zn^ en dus -—=0; verder 

T dt 

dat de boeken, die wij en \|^ genoemd bebben, 180^ kleiner z\jn, 

dan.de in bovenstaande formulen gedacbte. Alzoo wordt 

d^ d^ 

p :=: — Sin^.SinB"-' ^ z= — Cos 0, Sin B- — , 

at dt 

s =i CosB — -h -^ , 
dt^ dt ' 



62 

dl n ^ dt 

d£ dl \ T* /\di/ 

Is de annvankelijke waarde van ^zt^^q, dan is, daar dezwaar* 
tekracht alleen arbeid verricht , de , ter verkryging deter hoeveol- 
heid levende kracht > verrichte arbeid 

A = mg^ Sin 2- {Cos — Cos ^q), 

loodat wg als eerste ver^elijking hebben 

A=zT, 



Img^ Sin ^{Cot — Cos (Pq) =, 



^*y 



-f- 



£ene tweede vergelijking tusschen ^ tn \ kunnen wi|j Tiuden 
door gebruik te maken van La GBAiiaE's algemeene beweginga- 
vergelijkingen. Daar wy ^ door de voorwaarde , dat de halve 
kegel op het horizontale vlak moet blijven liggen, uitgedrakt heb- 
ben in functie van ^ en \|^, mogen de coordinaten d-, ^, i{f, {» V 
als onaf hankelijke beschoawd wordenj en mogen wy die bewegings* 
vergelyking op ^ toepassen. 

, IT , 
d / — TT-A IT lA 



Volgens deze is -j^ | /^f,^^ j :=:::.--- -f. --., 

\^/ 

%T %A 
Nu zgn, blijkens het voorgaande, tt ®^ rr l>eiden gclijk 0, en is 

de vergelyking terstond te iutegreren, zoodat 

IT di 

z=,2{ABiffl(p.Sufl^J^BCos^(P.Siffl^-\-CCos^(P)'^'^ 

dt 



m 



^ d(h 
-h2C Ob#»~-= Const, 
dt 



Daar by den aanvang het lichaam in rust onderstelJ wordt, 

d^ d0 

is — tegelyk met -— = en wordt onze tweede vergelijking 
dt dt 



6d 

— C Co8 a-^ = {A Sitfl $.8iu^ B'hBCo8^<fy.8iH^^'^CCo8^^)—. 
at dt 

In het algemeea laat zich aantoonen (J a.cobi- For lesunpen iiher 
Dynamik ^ Pag. 66), dat wanneer men een der onafhankelyke 
coordinaten zoo kan kiezen», dat deze niet voorkomt in de uit* 
drukkingen voor T tn A^ gelijk hier met it- het geval was, de 
integraal van La Gbavqe's bewegings-vergelijking onmiddellijk 
gevonden wordt, en in vele gevallen overeenkomt met die, welke 
het „thforeme des aires" levert. 

Het kan eenvoudig blijken , dat dit ook hier het geval is : het 
bedoelde theorema mag hier toegepast worden , omdat het moment 
der krachten, die op het lichaam werken, ten opzichte der ^-aa 
= 13. Het XF-vlak is dus projectie-vlak en wy hebben 
Ap Cos ( OZ^ ^X,) + Bq Cos ( OZ, SF^) + Cs Coa[ OZ, 8Z^) = Comt. 
doch Co8.{ OZ,SX{) = — Si»^,Sin0', Cm.( OZ.SF^) = — 8in^,Co8(p ; 
Cos(OZ^ 8Z^ :=z Cos^: voor/?, q eu i hunne waarden schrijvende, is 

^A8m^^.8iH^(p + B8in*^.Co8^0) -^0008^(003^^+^] = 
dt \ dt dt) 

Comt, =z , 

welke vergelyking geheel met de zooeven gevondene overeenkomt. 

dd, 
Uit onze beide vergelijkingen vinden wij, door eliminering van —-, 

di 

mg r " C08 — Cos ^^ 



It) ~ 8in 3- 



8in 3- 9P C(ASm^(p -hB Cos^(p) r* 

ASifr(p,Sin^^^BCos'^.Sin^^-i'CCo8^^'*^^r^ ^^^ 

Uit deze vergelijking volgt, daar de uitdrukking, waarmede in 

het tweede lid Cos (P — Cos 0q vermenigvuldigd wordt, altijd posi- 

tief moet zijn , dat de niters te waarden van ^ i + 4^o en — $0 

d0 
zijn. Daar de wortel-grootheid , die de waarde van ~ aangeeft, 

di 

met het dubbele teeken is aangedaan , is het duidel^'k , dat het 
-t- teeken genomen moet worden als verandert van — 0q tot 
H-<^o; het — teeken bij de omgekeerde schommeling. De duur 
van de schommeling wordt uitgedrukt door de integraal 






^ l/yr Sin 3- 

zmgr 
C (A Sin^(p H- B Cos^Cp) mr^Sin'^Cp^ 



ASin'^(p,Sin^^i-BCos^(p.Sin^^+CCo8'^B' »« 

ip^ \ Cos0 — Co8(pQ 
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„ dl r d± 

Volgcns de uitdrukking -^ ^z,-- Sin ^.8in -j^ volbrengt ook 

aC w at 

het zwaartepunt slingeringen, waarvan de amplitade 

2r 

w 



dl d0 

-^ = wordt. voor A = en voot -^ 



is ; verder blykt dat -J = wordt, voor ^ = en voor -^ = 0; 

dc dt 

dus telkens bij eene veran daring van ^, van tot rt:4>o> volbrengt 
het zwaartepunt eene slingering, waarvan de slingertyd Vj^bedraagt, 
Een derde reeks van scbommelingen wordt door de hoek ^ 
volbracht: immers nit de vergelijking 

^_ C CosB- d^ 

dt~~ A Sin* Sin* ^ -^^ B Cos* (p.Sin* 3-+ C Cos* B' ' Tt 

dif 
volgt y dat -yr ^^^ teeken verandert en wordt , wanneer dit ook 
dt 

d(b 
met --- geschiedt, en derbalve de schommeiingen van i|^ isochroon 
dt 

d^ d$ 
syn met die van 0: :r- en --7 bebben verder altyd tegengestelde 

dt dt 

teekens. Ook is nog 

d(p 



^z=z—CCdsB-/' 



A 8m^(p.8in^ S- -f- jB Cos^0.Sin^ 3- -f- C C7o«« 3- 
en 4; =r 4»0 + 

De amplitade dezer scbommeling van ^ is dus 

CosBl/{Atff^B-^C){Btgi^i^C) ^ ^\ A.tg^B + C'^^J 

De beweging van het licbaam is dus, zoowel voor ^ als voor 
en «|i tusscben bepaalde grenzen beperkt. Trachten wy ons 
eenigzins een denkbeeld te maken van die beweging. Het zwaarte- 
punt beweegt zich in verticale ricbting op en neder over een 

2r 

afstand — Sin B- . Sin"^ Vi^o ^t^ ^en balven iijd^ waarin de draaiing 

plaats beefty die en if van den eeuen naar den anderea uitersten 
stand voert. De veranderingen van kunnen wy ons veroorzaakt 
denkcn door eene draaiing van het lichaam om de lyn SZ^i 
immers de hoek = KEG ligt in een vlak loodrecht op die 
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Mjn : -^18 positief, als de draaiing plaats heeft ?an ST naar 8P. 

De hoek ^ = MEN ligt in het vlak XOT^ zoodat wg ona de 
Terandering van i|r yeroorzaakt kunnen denken door eene draaiing 
van het lichaam om de Ign, die eyenwijdig aan OZ door 8 
gaat : eene positieye draaiing voert OX naar OT. De draaiingen 
om deze beide assen laten ricli gemakkelgk tot een enkele temg* 
Toeren. Immers volgens bekende regelen moet die as gelegen 
sgn in een vlak evenwgdig aan de OZ- en ^^'-richtingen , en 
daarby den atompen hoek tnssohen die beide richtingen in twee 
deelen verdeeleni waanran de verhonding der ainnssen ia 

di 
de hoektnelheid om deze as is 

De beweging van het lichaam is dus tertiggebracht tot eene 
bew^ng van het swaartepunt en eene draaiing om eene as , die 
door het zwaartepnnt gaat en voortdarend van plaats Terandert. 
De meetkandige plaats van de standen van deze as in het be- 
wegende lichaam en in de mimte doen de kegels ontstaan | wier 
over-elkaar-rolling ons de beweging van het lichaam doet kennen. 

Alvorens deze beschonwing te eindigen , willen wg Dog twee 
bizondere gevallen onderzoeken » waarby de beweging wel van 
denzelfden aard blgft, doch de uitdrnkkingen eenvoudigor worden. 

Stellen wg in de eeraie plaats B-^zdO^, waarbg ooze halve 

kegel in een halven ciHnder overgaat. Passen wg dit toe op onze 

nitdrakking voor ifr , dan kr^gen w\j ^ ^=:^q, zoodat de aan- 

raking8*beschrgvende lijn zich evenwgdig aan zich zelve verplaatst. 

d0 
Uit de waarde van y verdwgnt verder J en B, zoodat het 

di 

voldoende is, gelgk ook op zich zelf blgkt, eene doorsnede van 

den cilinder te beschouwen. Wy vinden dan 



^ 



di r C r« SU^ 



m ar* 
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de mplitude van de Blingering, die het swaartepunt maakt, is 

2r . 

— Sin^ Vs^o* Onderstellen wij hierb^ nog , dat ^ een kleine 

9r 

hoek is, zoodat hoogere macbten dan de tweede van verwaar- 
loosd mogen worden , dan vindt men door integratie toot den 
tiyd van eene scbommeling 

(Zie JuLLinr, Froblimei de M^samgue^ 11, Pag. 168.) Dit 
bizonder geval is door Itet Wisknndig Qenootsebap ab PrysTraag 
N». 12 voor bet jaar 1878 gesteid. 

Bebouden wig nu in de tweede plaats den kegel en Toeren wi|j 
bi|j desen de voorwaarde in, dat klein is, zoodat de derde en 
boogere macbten Yan 4> verwaarioosd mogen worden. W\j yinden dan 



— f o 

waaruit na integratie 



i. r {B — J){{BSin^^^^CCo^^^'-^C*Co^^] . M^ J 
I "*"L 4BO{BSin^^+CCof») "*" 16 J** j 



Houdt men in *t cog dat (^«-^=r-^ is, dan bljkt dat 

ook deze uitdmkking, door &z=zW^ te stdlen, overgaat in do 
waarde van T, Toor den balven cilinder gevonden. 



HERLBIDINQ VAN DE FORMDLB VAN CaRDANUS IN 

H£T ONHERLBIDBARB GEVAL. 

Door Dr. A. BBNTHEM Qtm. 

Zijl de derdemaohtsvergel^king 

door alsdan xz=zjf^g te stellen > yerkr^'gt men twee vergel^kiQ- 
gen ter bepaling yan de waarden van y en g^ welke vergeiykingen 
aangeyen » dat y* en ^ de woriels z^n van de vierkantsyergel^jking 

Die worteb >|)ii 

2^ 4^27 2^^ ■ 4 27' 

4 27 

of wanneer men = Boog Tg stelt, en in aanmer- 



Daar voorts de verwisseUng van y en ;? geen invloed heeft op 
de waarde van x, kan men 



en «*= r^^{Co9^^i/ — l^Sin^) 

nemen. Zgn nu de waarden van y en ;?, die hieraan voldoen , 
t/i» y% ®ii ^t* ^ft ^ on ;?9; en z|jn «, a* en 1 de derdemachts- 
wortels der eenheid, en dus « = 1 {Cot 120° -h |/^^~ &*» 120«^) 
en «« = I (Cos [— 120°] 4- ^/^^^HT. 5i« [— 120°]). dan is 



„ = #^-|(c<«|+^^— 5«.|j 
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y. ~ ^^(^<~| + »^- A-*» tV = 

= ^— ^(oott + y'^.Sim ^^ {Cot 120«> +>/^rn!SMi 120»)= 

en y, = ^-| ^<7« | + y^=T. 8i» |) «• = 

— A'_|^(7m|+^/-^TSmi |V<7(»[-120<>]+|/'^.5i»[-l20«])= 



VoorU 



'.=^3l(-!-ll-'=^-*-I-|]). 

+ p^-^l . Sin 120«) = 
= ^- 1 [<?o. (- 1 + I20o) + i^-=r\ . Si» (- 1 + 120»)] . 



^'^f^'" ["IJ <" >^"^ "«» [- II ) (<7<» [ - 120^ + 

+ j/^^ . 5m [— 120»]) = 

Nu moet echter het prodakt der b^eenbehooreDde waardenvan 

y en f gelQk zyn aan -*§§ soodat men alleen de Tolgende stellen 
waarden beeft 
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derlialve na sabstitutie 



*. = ^- f [co. ^1 +'120«) + p^=rT. Sin \^ + 1200)] + 

+ ^- f [c<» (- ^- 1200) ^ j^zrr. 5« (- 1 - i2o«»)] = 

en *. -= ^- f [^«(|- 120«)+>/'=T. W|- 120«)J + 
■*" ^~ 8 [^'"f— 1+ 120»)+ >/':ri:5»^_ 1 4. i20o| -. 

= 2A'-|.C«(|-120<>)j 

waarin ^ de borei) opgegerene waarde heeft. 



GESCHIEDENIS EN BIBLIOGRAPHIE 

DER 

WISKIJIVDE. 



lETS OVER DB QUADRATUUR VAN SIMON VAN DER EYCKK 

EN HARE GEVOLOEN. 

DooB D. BIERENS DE UAAN, 



1. Het kan misschien vreemd scbijnen, dat in dit nieuwe 
t^dscbrift, aan de Wisknnde gewijd, een stuk wordt opgenomeDy 
dat betrekking beeft op bet reeds zoo lang Terledene — en dan nog 
wel oyer een onderwerp, dat gescbrapt pleegt te z^'n Tan de l^jst, 
de lange l\jst van zaken, waarover een wetenscbappel\jk onderzoek 
gewenscbt kan worden. Wat de laatste tegenwerping betreft, z^j 
al dadel^'k bier opgemerkt, dat bet minder tav sbb Etokb's 
qnadratnnr zeWe betreft , dan wel de belangrijke onderzoekingen , 
waartoe z^* als bet ware den stoot beeft gegeven. En wat de 
eerste opmerking aangaat, er zyn in bet algemeen zoo .vele dwaal- 
begrippen in omloop ten opzicbte van yroegere tijdperken in de 
wetenscbap; deze zijn wel yoomamelijk ontstaan door bet nascbr^yen 
yan een eenmaal genite meening. zonder beboorl^jk eigen onder- 
zoek omtrent bare waarde, betz^ dat de bronnen niet ten dienste 
Btonden, betzij dat bet veel gemakkel\]ker is een ander na te 
scbr^'yen, dan zelf te onderzoeken. En is bet in bet algemeen 
waar , dat de gescbiedenis der wisknndige wetenscbappen nog yele 
leemten, yele scbeve yoorstellingen bevat, vooral geldt znlkszeker 
yan die oyer onze gewesten, waaromtrent nog eigenl^k zooweinig 
bekend is , en waarb^ dat weinige Dog dikwerf uit yerkeerde 
opyattingen, zoo niet yalscb yoorgestelde feiten, bestaat. 

B^' een onlangs ingesteld onderzoek omtrent bet yermelde onder- 
werp is de waarbeid yan de laatste opmerking maar al te zeer^ 
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gebleken , en is^n er teyens eenige feiten voor den dag gekomen ^ 
did Tan belang gerekend mogen worden voor de gescliiedenis der 
wisknndige wefenschappen in de Nederlanden. Hiermede reken 
ik de opname van dit stukje genoegzaam yerdedigd ; mocht dit 
diokje anderen aansporen om op dit Teld yerder te arbeiden, er 
is, meen ik, oyeryloedige oogst te yinden. 

Ten einde dit opstel niet te yeel omyang te geyen, worden de 
titels der aangehaalde boekwerken slecbts yerkort gegeyen; de 
iezer, die belang mocbt stellen in deze bibliograpliiselie bijzonder- 
heden, kan de titels yinden in de „Aanteekeningen" achter mijjne 
„Bonwstoffen yoor de gescbiedenis der wis- en natnnrknndige 
wetenscbappen in de Nederlanden'' , opgenomen in de Verslagen 
en Hededeelingen der Eon. Akademie van Wetenscbappen, afdee* 
ling Natunrknnde. 

2. Het is yoor ons eene gelnkkige omstandigbeid, dat op de 
onderzoekingen omtrent de cirkel-qnadratunr in yroegere t^'den 
door bet wetenscbappelijk pnbliek niet zoo laag werd nedergezien 
als tbanS| en yoorzeker nu op goede gronden, bet geyal is. Niet 
ialleen tocb , dat deze afdwalingen op bet yeld der wetenscbappen 
te wijten waren aan mannen, die oyerigens gnnstig bekendwaren, 
maar boyendien wekten zij anderen ten strijde op: en daaronder 
kiet selden de yoorgangers op bet gebied van onderzoek* Dien- 
tengeyolge was bet meermalen bet geyal, dat bet onderzoek, betwelk 
een aanyang nam met bestrijdingi eindigde met de ontdekking yan 
nienwe waarbeden, en absoo aan de wetenscbap werkel^'k ten nutto 
werd. Znlke werken, al bracbten zij zelye de wetenscbap niet 
yooruit, werden dan op die wijze brandpunten, waarnit nieuw licbt 
straalde op de wetenscbap zelve. Yoorsd geldt dit van znlkonder- 
zoek van vroegeren tijd: want in latere jaren werd zulk licbt al 
zwakker en zwakker, omdat de gunstige omstandigbeden en voor- 
deelige voorwaarden, daartoe noodzakelijk, ontbraken. 

In bet einde der zestiende eeuw scbreef Sncoir yah disb Etokb 
zulk een werk ^j^Quadraiure du cercle, Delf , 1584, 90 bladz. in 
4P*' '). Deze werd ook naar bet gebraik dier tijden, Simon du 
CHissKBy SniON it QuBBOU genoemd; maar was niet dezelfde — 
zooals 0. a, MoirruoLA in zijne *„Eistoir€ dea recherckes 9ur la 
quttdraiure dm cercle, Paris 1754i, 8^, (2e Ed. Paris 1881, 8<^,) 
beweerde — > als zijn naamgenoot Sihoh Bbajbakt a Quebof, 



. f) tiet teeken * daidt aan dat dit boelge ia mijn bezit 'lA, 
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geboren te Brussel, Orobestmeester onder LoviB Seob2a te 
Weenen, waar hi^ schreef het gunstig bekende .„Opwculum Mu- 
nces de Oregoriana ei Mgurativa et Contrapuneto Simplici^ in 4^." 
(2« Ed. Landshut 1518, S^*.) 

Onze TAN DEB Eyokb kreeg in 1595 octrooi toot zijJDe „van 

de Oost- en West-yindinghe"» eene der oplossingen toenmaals van 

bet vraagstuk der lengte op zee; en yerkreeg in 1603 zulk een 

octrooi Toor een nieuwe molen. Hiy sohignt een vnrig Calvinist 

te z^*n geweest en misscbien daarom is b^', of lie?er nog, zijn 

zQne ouders naar ons land geTlucbt. Overigens konde ik niets 

omtrent bem vinden, dan dat b\j te Doles geboren is , zooals ook 

nit eene later te vermelden woordspeling zal bl\jken. 

3. Yak dsb Etoke begint z^'n boekje aldus. 

GoMBiBNQYE quelques vns oni a/firmi, le cercle / / ae pouuoir mettre 

en parfaicte quarrure , entre lea- // gueh est Aristote, lequel did que 

ce qu^est egual a vne /I figure rectiligne se peut quarter ou mettre 

m quarru' J/ re: si est ce que d* autres le nyctnt oni osi c^tf/(8ic) 

qu^U est impossible f qui In- // terroguez pourquoy ? ont respondu^ 

paurce que la circumference du cercle // n^a aucune raison i son 

diametrCf ^ ce i cause que le droict §r ^ cour* // be ne sont pas 

tTvn mesme genre de quantity, Mais de ce a Jan du Mont // royal 

asses bien faict apparoistre le contraire , disant que toutes lignes // 

ont tm mesme commencement de leur generation^ assauoir le poinct • .^. • • 

1/ou // appert clerement, qu^Archemide (sic)* a esti d^oppinion^ que le 

droict 8f le II courbe sont d*vn mesme genre de quantUi. . • .//•••• 

Et certes cela presuppose^ H que la circulaire §r la droicte sont de 

mesme genre: car selon touts geo* I I metres est la definition de raison 

eestcm Raison est vne mutuelle kabitu" H de de deux grandeurs de mesme 

genre, selon la quantity. J)*ou on se H peut de ceux esmerueiller, qui 

disent le courbe §r le droici ne pas estre // de mesme genre; car H 

vray dire , estre courbe ou droict sont choses , les» // quelles ne pou^ 

uant changer le genre , causent seulement telles passions If aux quan^ 

titez 9 §rc, H CE non obstant s^efforce Mickiel Stiffel en son Arit' 

meticque Latine , // ^ demonstrer , que la circumference du cercle iCa 

aucune raison d son dia- H metre , cest a dire ne di^cible nHndiscible 

[nocb meetbaar , nocb onmeetbaar] , disant *' 

Deze redeneering moge ons als eene wisknndige vreemd in de 
ooren klinken , men vmdt dien betoog^rant in den aanvang van dit 
boekje telkens op dezelfde wyze temg. Het is daarom, dat ik deze 
woorden nitscbreef , en te?ens om te doen zien p boe weinig de 
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fransche taal onzen Schryver eigen wad, die tetiet het hoUandseh 
woordel^'k wedergaf: een bew^'s Toor de waarsdiynlgkheid , dat 
hy zelf althans geen Franschman was. 

In de ^Premiere JPartie'^^ bestr^dt bg deze meening van MiOHAUi 
Stutel, in de „See(mde ParM* berekent hQ meetkundig ^le C09ii 
du mult" II angle ou poligme^ ou polipleure de nonante eix 
costez** (blads. 42), om daaruit ten slotte tot z^'ne verhonding te 
komen. (bladz. 77) 

„Mai8 que / aydaiU finalemeat deedicU troU nombres 8, 2, I , // 
en la maniere qu'auone faict^ ausquela il tera farce de iairree^ 
ter (^ ca%ee // gu*il n^y a rien qui precede Vindiuinble vniti) on 
irouuera ee que deuui // est trouui^ d eqauoir que le diametre 
fakoMt 484. il fauldra que la circu- // ference vienne d faire 1521. 
Bt ne pourra on pour eetre a Vvniti parve- // nu, hore d*iceux autre 
ehoee alter cerekerj* 

Van de eigenscbap, dat 484 en 1521 beide vierkanten zijjn, 
maakt Tijr dbb Eyokb gebruik als b^ (bladz. 83) zegt. 

^Et par ainei colligerone none Jinalement de ces chh // ses^ (moyen^ 
na»t la 15. propoeition au einquiesme liure // d^EucUde;) que pour 
commodement §r sane changer la // prediete raison de 1521. i 484 
trouuer le costi du quarr4 fj egual au eerele propose , U fauldra 
partir le diametre d* icel- // lug en 44. parties entre elles eguales 
(par la neufuiesme // proposition du sixiesmeJ) JBl prendre la piece 
du diame- // tre qui en contiendra 89. pour le coste du quarri 
egual au // cercle donne** 

Het slot is zoo gebeel in den geest van dien t^d omtrent bet 
zoeken ?an gebeimzinnige eigenscbappen van grootbeden, dat bet 
bier nog een plaatsje verdient. Men leest tocb (bladz. 89). 

1691 

,,MjLi8 encore a ceste dicte raison -^^ eela en sog , i sgauoir // 

que si on adiouste touts see superieurs nombres ensemble eomme pre^ I / 
miers ^ semblahlement ses inferieurs nombres comme premiers , // on 

trouuera qu*ih feroni ces quarrez jj, dont les racines quarries // - 

sont les eostez diametraux du premier nomhre diametral 12. // Et 

adioustani iceux diets quarrez ^. ensemble, on les trouuera // faire 25. 

qui est le quarri de 5. premier nombre diametre, Et que // plus est 

16S1 

w apres ainsi auoir rangi ces nombres — . • . J. 25. on /f adiouste 

Us superieurs §r inferieurs nombres de chascun apart soy // ensemble 
comme premiers , ^ ceux qui de telle addition eeront //procreiz en^ 



\! 
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core ensemble eomme premiers , oonUnuant vne telle // maniere ^ 
adiomter » JMques ei ce qi/il tienne par tout vn nombre // digite , 
on trouuera Jinalemenl ees quatre nombres 7.7.7.7 cW // d dire 
4. 4. 4 .4 .4. 4. 4 lesquels derecJief ensemble acUousiez, fe- // rent 
premierement 28. ^« depuis Vvniti est le troisie^me en la 1) prO" 
ffression des nombres parfaicts. Et en Jin finah 1. j^t tst ceUuy par// 
kquel nous auons commence ce probleme , §r par lequel nous le // 
finirons.^* 

4. Dit gescbrift bleef niet zonder bestr^jders: eerst kwamen 
LuDOLF TAK GsuLBN en Abbllak AirTHOinBZ.t later Adbiaah yak 
BooMEN daartegdQ op. Laat ons beginnen met Ludolf yak 
Ceulen , YAir Col EN of yak Gollxk, welke Terschillende namen 
door hem zelven warden gebmikt. Omtrent dezen merkwaardigen 
man — wiens verdiensten door MoimTOLA in zijn boven aange- 
baald werk ^Ristoire des recherches, eto!^ te zeer verkleind werden; 
welk ongunstig oordeel sedert door velen werd nag<esc1ireYen — 
kan bet Yolgende worden medegedeeld, made ter verbetering van 
vele onjuistheden in de gewone opgaven. 

Hij werd den 28 Jannari 1540 te Hildesbeim in Sacbsen geboren 
nit Jx^HAimxa yok Collbn en IIxbtbb db Boodb , en stierf den 
laatsten December Tan 1610. Als onderw\jzer in de wisknnde 
en bet sobermen yinden wij hem te Breda , te Amsterdam , te 
Delft (zeker in 1586 en 1686), te Arnhem (zeker in 1689). 
Daama kwam bij te Leiden (zeker in 1594), alwaar de stedelijke 
regeering hem van een gescbikt scboolgebonw kosteloos voorzag: 
naar zijne eigene woorden bad men „oock // tot myneu Tersoucke 
zeer gnnstelick/toe gbelaten een beqname Scbole: jae zoo beqnaem// 
eode gelegen dat. . . ick de reste ran mijn leven onder u £E. VV. 
regieriagbe ten dienste Tan // eenen yeghelicken , dies begerende, 
in myne beroupingbe gaeme sonde employ eren ende // voleynden*'. 
En deze wenscb werd vervuld, want toen in bet jaar 1600 door 
Prins Maubitb eene ingenienrscbool aan de Leidscbe Hoogescbool 
werd toegevoegd, werd aan hem en aan Symok Fbaksz. yait 
Mbbwen, een der Bnrgermeesters , bet onderwijs aan die School 
opgedragen ; en deze betrekking bekleedde by tot aan z^nen dood« 
Hij was tweemaal getronwd en kreeg twaalf kinderen: zigne laatste 
vrouw, Adbiaka Simons of Symoks, overleefde hem, gaf een paar 
zijner nagelaten geschriften nit, zoo als wij straks zullen zien, en 
richtte na zijn dood een winkel in linnens op. 

Wat nu ons onderwerp betreft, deze Lubolx* - yab Cbulbk trad 
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het eerst op in den 8tri[jd tegen Sdcok tan dbb Etokb met zqn 
geschrift * „Kort Claar Bewijai Aemstelredam , 1585/' 6 bladz. 
4<^. , een boekje, dat zeer zeldzaam is, en behalye dat in typo- 
graphischen zin zeer merkwaardig, omdat het wegens den Tonn 
en het ineenloopen der letters, zeer moeilijk te verklaren scbijnt, 
hoe men bet met gewone drnktypen konde zetten. In ditboekje 
berekent bij de z^jde van den omgescbreven regelmatigen 192 boek. 
nEnde dewyle ick van doene bebbe een syde eens 192. eckx dat 
6m een Circkel be- // scbreuen is , beb ick om sulckx te vinden". 
Uit deze berekening bewijst bij, dat de verbonding van SiMOK 
VAN DBR Etokb te groot is : „8o moet volghen dat Sy- // mon 
vande eycken den diameter te langb stellende/ sicb in zyn 
iniientie grotelyck misgrypt." Hij verkr^'gt tocb als te groote 
waarde 8,1425047 , en de nitdrukking van van dbb Etokb was 
3,14256198. 

5. TAN DBB Etokb bleef evenwel bet antwoord niet scbnldig, 
maar gaf z$n ^Qlaerder betwtfs ^ Delft 1686,*' 38 bladz. in 4®, 
traartn bij bet ecbter op een anderen boeg werpt. Hij bad namelijk 
reeds in z^n eerste stnkje eene redeneering ingelascht over de 
bepaling van onmeetbare waarden, die b^ aan de volgelingen van 
Stdttbl in den mond legt (zie bladz. 51, 52.) 

„Car il ne si' en ensuti Hen cTainsi argutntnter : 11 ent // possible de 
trouuer vn quarrS plus petit que ce cercle, Et est possible de // 
trouuer vn quarri plus ^and que'ce cercle, Et puurce attssi de trou» 
uer II vn quarre qui luy soil egual. Tout ainsi quHl ne s^en ensuyt 
rien de dire: Il II est possible de trouuer vn ttombre discible, moindre 
que le nombre in- H discible 22.9000 — J2 16200000 [dat wy nii 
zouden schrijven j/(9000 — |/16200000)] comme ce nombre dis- 
cible suyuant. 

Entiera^ mi, sec. 

70. 32. 3. 

Et est possible de trouuer vn nombre discible , plus grand qu^ 
icelluy I I tnesme nombre indiscible 22.9000 —22 16200000, 
asf^auoir. 

Entiers, mi. sec, 

70. 33. 3. 

Et pource aussi de trouuer vn nontbre discible qui luy soil egual I I 
Mais je luy Respond , que ctsle raisou rCa pas lieu en toutes choses. 
Car II {affin que la viriii de ce apparoisse par quelque exemple ^ 
ce de wh II stre inuention) " 
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en daarop geeft h^ van s^'ne y^inyentioa" , de bovengenoemde 
wortelgrootheid, eene meetkundige constrnctie. 

Daar ter plaatse gaat hij met die nitdrukking niet verder door, 
maar in z^'n tweede geschrift spreekt hij nog wel van z\jne oor- 

8pronkel^*ke -rrr-, maar plaatst spoedig daarvoor de bovengenoemde 

wortelgrootheid , liier in den vonn |/^(|/5 120-82.) (zie bladz. 27.) 

^Waer dan oock finalicke door bekent werdt, £. E. 5120-329 de 
precyse lengde van tvierendeel // wt de circumferencie des voor- 
ghegheuen Girkels te z^n [den straal had h\j geligk 2 gesteld]. 

Deze laatste nu heeft tot waarde 8,1446058 , zoodat hiy zelf 
terecht laat volgen. 

„Achtervolgende het welck // voorwaer de proportie van den 
Diameter tot de circnmiferencie bnyten de termignen Archimedis// 
wert commen te valleu, ende meerder z^n dan van Bj tot 1," 
zonder de onger^'mdheid te bemerken» waartoe hi|j vervallen is. 

6. LuDOLF TAN Cbulsh liet dan ook niet op zich wachten, 
maar gaf in hetzelfde jaar z^n: * ^Froefsieen ende Claerder we" 
derleggingh^ Aemsteiredam, 1586," 12 bladz. in 4®, evenzeer een 
zeldzaam boelge en tevens eene typografische curiositeit, als het 
boekje in N<^. 4 aangehaald. De voorrede begint aldus. 

„0p dat men my onwetelyck ende t'onrecht niet en beschul- 
dighe/ dat ic // uyt eyghensoeokelyckheyt/ oft wangunste van eens 
anders eere/ eens an- // ders werck yermetelyck ende sonder 
billicke oorzake berispe/ (twelck // dat ken God verre zy), heeft 
my goet gedocht/ al voren int corte te verhalen/d' oorspronck// 
ende eensdeels de redene/ die my beweeght hebben te schr^uen/ 
ieghens tghene ic zekerlyck f/ weet ende yerstae / de waerheyt 
niet ghelyckformich te zyne. Tis warachtigh dat Sy* // mon vander 
eycke Anno 84, ghedichtet/ in drnck uytghegeuen/ ende den prince 
van // Oraignen. H. M. toegheschreuen hebbende / de yolcomen 
(zo hy waent) Quadrature des // Circkels (waer inne oyt alle hooghe 
yerstanden besweken zyn) zyne hooghgedachte Exce- //lentie een 
exemplaer des voorsz. Symons ervindinghe behandight heeft ge- 
hadt/ aan M. // Adriaen thonissz. Burgermeester tot Alcmaer/ als 
een hernaren en der const verstandi- // ghe/ om by hem de 
waerheyt vandien ondersocht te werden : welcken Meester Adriaen 
de // voorsz. Symons gewaende Quadrature onrecht bevindende/ 
my verzochte van weghen // der const / oock myn ghevoelen hem 
daer aff te wiUen te kennen gheuen : Ende de wyle // nu de ver- 



97 

zwyging dor bekende ende yersoehte waerheyt/ my effen so 
onbetamelyck ghe- // weest zoude hebben/ gelyck het den Tinder 
der ToorsK. Quadraturen vermetelyck is/ ie« // ghens de waerheyt 
te streaen/ zo heb ic na lang neerstigh ondersoeck/ zekerlyck 
geyonden / // ende (daertoe ghevordert) rondelyck verclaert / de 
Yoomoemde Symons geroemde yoI- // comen proportie eens cir- 
ckels circonferentie iegens haren diameter/ ghemist te zyne/ 
ende // Tolghens/ bem zyn misgriip int yriendelyck aengbedient : 
Oock voorts het bewys van- ff dicn (doch door voorgaende zyns 
selfs aenporren ende begberen daertoe gbedrongen zyn- // de) in 
druck aenden daeb gbebracbt." 

Later zullen wijj terngkomen op hetgeen bier omtrent Adhtaatt 
Anthonisz. wordt gezegd : bier zien w^' boe Lttdolf tah Geulek 
in zekeren zin tot dozen str^'d word genoodzaakt, 

Maar bi|j stond bierbg niet aileen in bet aanw^zon van 

^d' onyolcomenbeyt des yoorsz. yander // oykons godicbte 
proportie (gbelyck oock door de beruarene Meester Micbiei coig- 
nett/// van Andtwerpen Symon Steuen/ Nicolaes potorsz ^)/ Jan 
de grooto / Gideon fallett/ // Adriaen Ockersz./ ende moor 
andere/ bnn dies grondelyck yerstaendo/ den eonen^ na den 
anderen scbriftolyck betnygen)." 

En bierop laat bg yolgen. 

y,So ben ic dan/ niet nyt eergiericbeyt/ roem/ oft wangnnste/ 
zo // yander Eycke my t* onrecbt nagbeeft/ maer eorstmael 
yorsocbt/ nn andermael gbe-// drongbon ondegbenootsaockt/.... / 
de proefsteon ende claerder wederloggbingbe // te gebrnycken/ 
... * // gbe- // lyck io nwer B. W. ^ gedienstelyck bidde/ doze 
myne waerscbonwingo ende arbeyt (ten dienst // ende nntte 
der Conttliefbebberen willigb gbedaen) ten bosten ende met op* 
merkingbe te ff willen aennemen. Hier mode zyn Uwer E. W, 
den Almacbtigben beyolen. // Binnen Delft dozen 8* Jnny 1586." 

Aan bet einde yan z^'ne wederlegging , waarin by komt tot de 
grenzen 8,1410300 en 8,1427282, laat by yolgen. 

„Naerder Proportie. // Als den diameter eens Circkels doet 1. 

moet de circonferentie langber// zyn dan 8 {555555553 » ^^^^ corter 

J41IM8746 „ 
***" ** 1000000000 ' 

1) Gewoonljjk bekend alis Simon Steviii en Kicolaus Pstbx Datextrixnsis. 
S) „den Acbtbareo Eenamen / voorsiehtighen ende wyse heeren / den // 
heeren Schouth, Bargermeesteren / ende Raedt der loflyeker // stadt Delft. 
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doch zosder daarvan eenige afleiding of bewys b^ te Toegen. 
In de daarop Tolgende : „Corte verclaringlie op simpel reductie/' 
wijst h\j Symok tak dsb Eyokb terecht by een yraagstuk om- 
trent interest. Deze berisping Tangt aan met de volgende woord- 

speling. 

„Dat Symon vander eycke tot Dolen geboren/ doolt inde 
hooghwigh- // tighst^ stucken der Const / daer de verstandinghste 
(sic) philo- // sophen in besweken eyn/ is niet te verwonderen: 
maer dat by // iu dolinghe hertneckigh Toort vaert / hem seluen 
bouen de yeratan- // dighe atelt / ende nochtans groflyck faelt 
in de slecbste begbinse- // len der Aritbmetiken / waeraff de ghe- 
ringbste leerlingben reden en ordeel connen ghe- // uen/ is niet 
min yreemt ak berispwaerdigb." 

7. Maar hiermede eindigt niet de arbeid van Lubolt tan Ceitlsn 
op bet gebied van oirkelquadratunr, of op dat van interestrekening : 
integendeel scb^jnt bet voorgaande de aanleidende oorzaak geweest 
te z^n tot z^n verder bebandelen van beide pnnten. Het onderzoek 
over de qnadratunr heeft zyn naam vereenwigd: dat over interest 
stond ecbter big zjjne t^dgenooten niet minder boog aangescbreven. 

In bet jaar 1596 verscbeen zyn: ^Fanden Cirekel ^ Delf 1696, 
240 bladz. folio. Dit werk bevat , bebalve bet onderzoek naar de 
quadratnnr by benadering^ nog (foi. 26*— 48*) (^) ^TafeUn voor 
de Land-meiers : T^felen van Sinuum » Tangentinm en Secantinm", 
met 7 decimalen; ^eenighe honetighe etucken den Cirehel aengaende / 
Geproponeert/ ende ghevonden door fj een hoogh-gheleerdi Mun*\ die 
Tolgens de voorrede wel ADSiAHre yah Booken is geweest, en over 
wien wy later moeten spreken; vervolgens ^Hokdebt Konsqkeghi 
YBAaHiifr" en eindelyk y,lNTBBBST-BiKBinNOHB" (84 bladzyden.) 

In dit werk maakte by zyne onderzoekingen bekend over de 
besproken verbonding door middel van de methode der om- en 
ingescbreven regelmatige veelboeken; door allengs op te klinunen 
tot den 32212254720 = 2** X 60 boek , bepaalde hg die ver- 
bonding tot 20 decimalen jnist, en zegt daarover: ,,Die Inst 
heeft, can naerder // comen : Ick dancke den almacbtighen Godt/ 
daer door my bekendt is/ als den Diame- // ter eenes Circkels 
doet 200000000000000000000 dnymen /voeten/ ellen /oft wat 
mate // men begheert, /dan is syn omloop der solver mate 



(') De bladxydea lyn hier tlleen tan de recto genammerd, niet aan de 
Ter8o« 
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6283185807 1795864i7694 te lanck/eny/de 628818580717968647692 
te cort," 

terwigl hi|j op fol. 15* de omgekeerde waarde efenzeer met 20 
decimalen geefU 

yyDaerom zal anders niet beronden worden/ als // den omloop 
eenes Circkels doet 200000000000000000000/ dan zal Toor zyn 
middel-linie // oomen / min dan 6866197723675818481 / ende 
meer als 6366197723675818480.'* 

Hijj eindigt dit eerste gedeelte, voor het stuk over den interest, 
met het vers: 

„Ic1l thn das meine , Soo ?iel m\jr God bescheert , 

Ein ander thu das seine, Soo wirdt de Const ghemheert." 

Aan de yerhandeling over de Interest hechtte h^ zelf reeds 
zooTeel waarde, dat hiy aan het einde schreef: ,,Godt alleen de 
£er/' en dat hiij een der yoorstellen op den titel van het geheele 
w,erk deed grareeren, nfimel^k, 

^Een leent 7 ander 1000 f op gelyche imtred ten 100 ini iaer 
A ghOrv^Jsf: // zijn deel 12 B 10 C9DSE6F^OB 
maeni hetaelt elck ten einde sijna // tyt$ voor geleent gelt ende 
gewin A 800 B 280 C 260 D 266 ^ 244 F2¥> O 220 f J/ vr^ge 
{m) na het geleent geld van ekk ende na den inirest (en 100 int iaer J* 

Maar ook op anderen had deze arl^eid een gnnstigen indruk 
gemaakt , zoo zelfs dat hij tot een der desknydlgen. werd benoemd 
bj een onderzoek over de Cnstingh-brieyen door de Begeering 
der stadt Leyden. Dit onderzoek werd in 1599 gedrokt. „Corte 
onderrichtinge'* met ^AenJtang ," Leiden 1599. 20 en 8 bladz. 4®. 
Beide stukken werden geteek^nd door 

/. van EotU, {n^^^ ^^^ Hout, der stadt Leyden Secr^tar\js".) 

5. F. van Merwen, (^meester Symon Fransz. yan der Mervven, 
Presiderende Schepe der voorachreTen stede.") 

Ludolff van Collen, („Meester Ludolf van Ceulen.") 

M. Minteniy{„yLee8ieT Matthys Mintens, Franchois schooimeester.") 

/. Pietersz, Dou^ (,,Meester Jan Pietersz. Dou , ghezvvoren w\jn- 
roeyer.") 

Al binnen der voorsz. Stede woonendsi en inde cyfer-conste 
wel ervaren/' 

BoTendien genoot yah Cjbulbn voor z\jn werk een „vereeriBge" 
in geld van de Staten van Holland: in hnnne Besolntien, 28 No- 
vember 1596 toch vindt men, 

^Ib geaccordeert Mr. Ludolf Jansz. de somme van 225 ponden 
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Tan 40 groot het pont» tot een Tereeringe Tun seker bonck, 
geintitoleert : van den circkel ; en is de yereeringe daer?an yer- 
hoog[t met. . • /' 

Eene niet verder ingevolde som. Dit zal onzen ran Genlen 
wel te pas z^n gekomen, want bli^jkens zjijne voorredens had lij|j: 
lyHnysTTonvVy kinderen en gebeele Pamilie , • . . • ende een Hnys 
vol kinderkens • • . • doch sobere middelen • • • . naedemael ick Toor 
de handt anders niet en hebbe." 

8. B^' z^'n le?en gaf Litdolf tan Geuleit niets meer in het 
licht : maar na z^n dood werden z^*ne nagelaten papieren TOor- 
eerst door zi^jne weduwe, Abbiana Simons » bewerkt; en deza 
sch^'nt genoeg op de hoogte geweest te z\jn Tan den ^beid haars 
mans , om hierin ten Toordeele Tan het pnbliek naar wensch te 
slagen. In 1615 gaf z^' Tooreerst nit eene ^Tioeede BdUie" Tan 
het werk „*van den Circkel ^ Leiden 1615/' 114 en 66 bladz. in 
4^. Het sch^'nt dat dit boek tegel^jk bi|j Terschillende boekhande- 
laars is oitgekomen^ althans in m^n exemplaar staat onder op 
den titel: „Yoor Joost yan Colsteb, BoeckTercooper/'* en op den 
titel Tan een OTerigens Tolkomen geliljk exemplaar^ voorkomende 
in de Bibliotheek Tan het Genootschap » leest men ^Toor Jacob 
Maboxtb « BoeckTerkooper." In dit werk heeft de weduwe , tnsschen 
de stnkken die handelen OTer den Circkel en OTer de Interest 
^drj Tractaetgens" ingelascht, namel^jk de reeds in M^. 4 en 6 
behandelde, en TerTolgens nog een derde ^^Solutie ende WerC" 
kinghe /' ^t* Aemstelredam , 1584 /' 20 bladz. in 4fi, , waanran 
ik een exemplaar bezit. Dit laatste betreft „T\9e9 Geometrische// 
Yraghen // by YTillem Gondaen // Inde Jaren 1580. en 88, 
binnen // Haerlem aenden Kerckdenre gestelt,** anz. Maar van 
onderscheidene stnkken z^'n de Toorredens weggelaten. 

9. In hetzelfde jaar gaf onze weditwe, bilj de beide boekTerkoopers^ 
in N®. 8 genoemdy nog nit: *„de ArUhmeiiiche en OeomeMeche Fon^ 
dttmenien*\ tot Leyden, b\j Joost yak Colbtbb ende Jacob Mab- 
ctrs, Anno CIO.IO.CXV. in fol. (271 bladz.) Hierran bezit ik 
een exemplaar, opgedragen aan Prins Matjbits en de Staten Tan 
Holland en West-Vrieslandty met eene Toorrede, waamit straks het 
een en ander medegedeeld zal worden: er z|jn echter ook exem- 
plaren, opgedragen aan Graaf Ebnsst tak Nassau, Oonvemenr 
Tan Oelderland en de Staten Tan deze ProTincioi met eene geheel 
andere Toorrede; en nog aan Heeren Superintendenten en Baden 
der Admiraliteyten Tan Holland en West-Vriosland. Dit werk werd 
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reeds door LvDOLf tav Giulbn beloofd in de voorrede van het 
book yan N®. 7. 

,»So verre ick danokbaerheyfc mercke // sal baest naer desen 
rolgben een grooter werck / daer inne onder andere ghebandelt 
sal // warden Tan den alder-constigbsten Regei Cos / met veel 
konstigbe Exempels / my van // Teel Meesters dezer konst te maken 
ghesonden / met de beantwoordingbe / ende het gene // daer op 
ghemaeckt ende gevonden is / Met nocb het noodt-wendighste der 
Toornoem- // den Begel Cos / welck ick tot Aernhem op 't Hoff 
van Gelder-landt Anno 1589 gevon- // den hebbe / door de 
hnlpe van Godt /" 

terwigl z^ne wednvre in de voormelde voorrede schrijft 

,yHebbe der halven oock // dese Arithmetische ende Geometrische 
Fnndamenten van Mb. Lndoff (sic) // van Golen myn man sal ; 
ged ; de welcke al over laDge jaren van den // Anlhenr selve (in 
£^n boeck gheschreven vanden Girckel) zyn be- // looft gevveest/ 
doch van wegen zyn veelvoudige , soo publycke als // particnliere 
oocnpatien , tot noeh toe inghehouden , iot licht laten // comen , 
ten dienste der nakomelinghen." 

'Bijj Besolntie van 22 Jnnijj 1615 hebben de Algemeene Staten 
aan haar voor dit werk toegelegd eene som van 72 gnlden ^^op 
haar requested' 

Dit work is verdeeld in zes Boeken , en behandelt achtereen- 
Yolgens : de arithmetica , en wel voornamelijk de wortelgroothe- 
den 9 de „fondamenten van Geometric nyt Euclidet getrokken*', 
om yyde Piguere op menigerhande manieren te veranderen: Item 
die te deelen'\ MGonstighe Oeometriacke exempclen", ^Gonstighe 
trecken" en „de ghelycksydighe figueren, in ende om de Circkels 
beschreven." 

0^ bladz. 163 vindt men de cirkelqnadratnnr benaderd tot 82 
decimalen , alien jnist. 

win mijnen boeck van den circkel, is bewesen, als den Diameter 

eenes // circkels is B ^oooooooooooooooooooo "'^^^ ^^^'^ genomen, comt 
een linie // vvelke te cort is voor den omloop des selven circkels^ 

ende den Diameter // ghenomen 3 io()(K)oooooooooooooooo ™*®*' ^"P* 
te lanck voor den om- // loop, hoe wel men door dese can meten 

alle circkels , welcke op deser Aer- // den moghen voor-ghestelt 

werden , nochtans heeft m^n ghelust dese reden // veel naerder 

te soecken met hnlpe m^nes Discipels Pieler Corneiisz, te 
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rve.//ten, den Diameter ghenomen. 3 loooooooooooooooooooooooow^^ 
mael. compt te vveynigh, ende ^^^^^^^^^^11 

mael ghenomen, compt een recHte linie, vvelcke laugher dan des 
circkels // omloop is." 

£r is hier een drakfout ingeslopen, daar de noemer slechts 32 
in plaats van 34 nuUen moest tellen; misscbien komt van Iiier de 
overleveringy dat yak Gbulbn 34 decimalen had bepaald. Omtrent 
de berekening dezer uitkomsten wordt niets yermeld. 

10. De nagelaten papieren yan Ludolz* yak Ceulbit kwamen 
in handen van iemand , die bekend stond als yriend van den 
overledene, en die ook door z^nen wetensohappelijken roem vol- 
komen de geschikte persoon was , — van .onzen Willbbbobdub 
Smblliub a Royen E.F. Deze gaf, waarschijnlijk met bet doel ran 
den arbeid van yan Gbulek ook buiten ons land bekend te 
maken , nog in hetzelfde jaar 1615 eene latjjnsche vertaling van 
het laatsigenoemde boek. onder den titel *Fundamemta (sic) drith' 
meiica et Oeomelrica, Leiden 1615," 269 bladz, in 4^. Het is 
evenzeer in zes boeken met ongeveer denzelfden inhoud, en geeft 
op bladz. 144 de waarde met 32 decimalen. 

11. Vier jaren later gaf S^ELLIUS nog nit *Ludolphi i Ceulen. 
De Circulo et Adscriptii Liber. Leiden 1619." 220, 54 bladz. in 4^. 
Dit werk bevat in zi|jn laatste gedeelte eene vertaling van het 
werk uit N^. 7 , in het eerste nog eenige gedeelten van het werk 
uit N^. 9 : maar de bewerking is nitermate vrij , zoo als men 
pleegt te zeggen, Ook is het zeer slordig gedrnkt, zoowel- wat bigv. 
de paginatnur aangaat, die aldns volgt: 1—30, 21 » 33 — 67, 
62—69, 60, 61, 72—82. 73, 85, 86, 86, 88—133, 122, 
185 , 136—147 , 136 , 141 , 138 , 152 , 315 . 154—160 , 116, 
162—170, 162, 177—174, 163, 191—220; als ook wat het 
overige betreft. 

12. Verd^r zegt nog Skbllius in een eigen werk over het 
onderwerp der cirkelquadratunr , waarover wy straks zuUen te 
spreken hebben , en wel op bladz. 54. 

^Q^inimo priusquam Archimedea adiripiione // ad ad^o amplos §c 
arctoB limites devenias, opus erit longe // uUeriua latera ad%criptarum 
continuari, diligentihdmue fl logista , Ludolphua nosier , iniiio facio 
d latere quadrati e- // andem inscripiarum inventionem sexagies conU^ 
nuavit, ad // taxationem diametri quinque §c aeptuaginta circulorum^ // 
^ inde demum iiios limiles nobis summo cum labore ex* // premi, quos 
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id^b sepulckro mo tanquam exanUato-//rfim lahoriim testes inseulpiJussU,// 

o i*}*l 86535 89793 2384fi 2ft438 83279 60289 ,, 
100000 ' 00000 * 00000 ' 00000 ' 00000 * 00000 00000 '' 
3 r^*^S9 2g68S f . V 89793 88846 86488 88879 S0288 y y 
100000 • 00000 ' ^^^^^ 00000 ' 00000 ' 00000 * 00000 » 00000 ' ' 

vides ipium adeo immani labore duntaxat unica nota nos // iuperarty 
§C nos in tricesimo quarto circulo, ilium in iri-// cesimo quinto desinere!^ 

Deze waarde met 35 decimalen wordt nergena in de gedrukte 
stukken van Litdolf van Ceulen aangetroffen : maar Snellius , 
die, zooals wij boven zagen, de nagelatene papieren van den over- 
ledene onder zich had, konde er nauwkeurig over oordeelen. Deze 
woorden van Snellius brachten mij er toe , inlichtingen te gaan 
inwinnen omtrent den grafsteen van van Ceulen , die in de 
Pieterskerk te Leiden begraven raoest zijn : er was daar wel eene 
nevelacktige herinnering aan een grafzerk met een cirkel daarop: 
maar deze was verdwenen , hetzij bij eene herbouwing van die 
kerk in de vorige eeuw , hetzij by een verandering der inrichting 
in deze : in alien geralle , de steen was verdwenen. Sedert echter 
had ik het geluk de vertaling van het opschrift in het latyn 
terng te vinden in een aardig boekje ^Les Delices de Leide ,'* 
Leiden 1712, in S<>., (14 en 224 bladz.); alwaar op bladz. 67 voorkomt. 

„Eic jacet sepvltvs Mr. Lrdolff van // Cevlen professor belgievs dvm 
mve' 1/ ret mathematicarvm scientiarvm in // athenaeo fivivs vrbis nalvs 
hildes" II hemiae anno 1540 die XXVLH Janvarii el II defmUvs 
XXXI Decemhris 16 10. Qm in m- 1 I ta ma mv to Uhore circomftTet^ 
iiae I J circvli proximam rationem ad dia' I I metrvm invenit seqventem./l 

quando Diameter est 1 
turn circuli circumferentia plus est 

mijim. 3^*^ 59265358979323846264338327950288 
quam lOuooOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO 

Sf minus 

mtivnL 8141B9266368979323846264338327950289 
2**""* 100000000000000000000000000000000000 

sed quando Diameter 
est iooooooooooooooooooooooooooooooooooo 

turn eat circumferentia circuli plus 

quam 81415986&858979323846264338327960288 

^ minus 

quam 8U169S65358979383846264338387950889.'* 

Men vindt ditzeifde ook overgeuomen door K. J. K. C, Knbppb;l- 
HOUT VAN Sterkbnbubg in zijne: „Gedenkteekenen in de Pieteri* 
kerk, Ley den 1864, in folio, bladz. 69, N« 320. 
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Dit grafschrift heeft mij in de gelegenheid gesteld, den datum 
van zyne geboorte optegeven, waarvoor gewoonlijk het jaar 1639 
werd genomen , waarschijnlijk afgeleid nit het randschrift der 
portretten van Lubol? tan Cbulbn. Op den titel van het 
werk in N^. 7 vindt men een fraai gegraveerd portret [ovt 66 
jaren] , wnarvan een lets mindere afdruk voorkomt op den tiiel 
van het werk in N^. 11. Een ander portret op meergevorderden 
leeftijd [atatis (sic) sua 71 ?] genomen , komt voor op den titel 
van het werk in N®. 9. 

13. Uit het boFenstaande bl\jkt genoegzaam, dat niet ten 
onrechte de naam van Ludolf yak Cbulbk voor altyd verbonden 
is aan de verhouding tusschen den cirkelomtrek en - de middelljn; 
zg wordt door onze hoogduitsche nabnren zelfs „die Lndolfische 
Zahr* genoemd. 

Yoorts is nog optemerken , dat de nKoMtiphe VragetC* werden 
opgelost in 1777 door La.ubbnb Pbaaldbb, eerst leermeester in de 
Wiskande en Eiaminateur voor de Stuurlieden te Botterdam, later 
Lector aan de Stichting van de Vrouwe van Benswoude te Utrecht. 
Deze oplossingen araf hij eerst uit onder den titel van * f^Fergaa^ 
meling , Amsterdam 1777," 264 bladz, in 8®., later onder den 
titel * „Ludolf van Keulen^s Mathemaiische vooratellen , Amsterdam 
1790," in 8^. Dezelfde Pba.a.ldbb had vroeger geschreven ♦ „ Oron- 
den der Wiakond , Botterdam 1763 ,'* 123 bladz. in 4®. » en ook 
♦ „Ferhael, Botterdam 1763," 24 bladz. in 4®., over een ge« 
houden vergelijkend examen« 

Ten slotte zy nog opgemerkt , dat yak Cbulbit in zgn Arith- 
metische en Georoetrische Fondamenten (zie N®. 9, 10) eene der 
Yerschillende quadraturen van den Gardinaal Nioolas db Cuba be* 

1/ 972 
spreekt , namelyk y ^ rr 3,1423. 

^^ /l6 

14. Beeds boven was er sprake van een eigen werk van Wil* 
LBBBOBDUS Snblliub, zijn * „Cyclometricu8 , Leiden 1621/' 102 
bladz. in 4®. Hierin behandelt hy de methode van Ludolf yak 
Gjsulbn , en geeft er eene nieuwe , die tot sneller benadering 
Yoert. Zoo gebruikt h\j de veelhoeken van 2*^=1073741824 
zijden, die aan yan Cbulbh 16 decimalen geleverd hadden, tot het 
bepalen van 34 decimalen . en zegt daaromtrent (bladz. 64.) 

ffHoo est posita diamHro partia umus , turn peripheria // erit 

Q J4 1W2; 68589 79821 84626 48383 87960 88968 // 
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. - oil lM8g 68880 79S2» 846S6 mSS 87960 88898 ,. 

ma%orautemqua6^^, ooooo ' ooouo' ooooo ' ooooo * ooooo ' ooooo' ooooo '' 
vid€9 itaque tisgue ad quinlum 8^ iricesimum c rculum // has notaa 
eousmiire. Lndolpkus per inscriptionem 8c I I circumscriptionem hujua 
tjusdem polygoni duniaxat aS'// secuitts eat hoa ImiteaS}^^^^^^ 

^ "^ '^ " 10000000000000000 

• o 1* // 1698658687988 / - \ ' ^ j ^ • • 

matorem.^Sj^// pooeooooooooo ^''^) ^^^^^^'^^ «^* ad tnceamum 

quartum ctV- // cte/ffm tfor eodem loco produximuh, tides itaque noa 
in fl omnihua ultra duplum miltesimarum vel circulorum as- // aum^ 
prorum numerun eottaueiam rationem aemper ante* // vert ere, '^^ 

En liierop volgt dan lets verder de plaats, aangehaald in N®. 12, 
waar wederom die tegenstelling tusschen beide metboden voorkomt. 

Wy zagen , hoe de quadratuur van Simon van deb Etckbn 
aanleiding gaf tot den arbeid van Ludolf van Cbulen, en deze 
wederom tot die van Willebbobdub Snellitjs; maar ook dete 
laatste had van zijne zijde tot gevolg een lateren arbeid van 
Chbibtiaan Hutghbks. 

15. Deze toch gaf dertig jaar later in het licht zijn * ^de 
Circuli magnitudine inventa, Leiden 1654", 72 bladz. in 4®.; hierin 
had hij vooral op het oog den graad van benadering bij iedere 
methode. Hoezeer hij in dit opzicht de methode van Snbllius 
erkent , bew^'st h^ daarvan het gebrek aan wetenschappelijken 
grondslag (zie voorrede bladz. 6.) 

„FFille6rordi autem // Snellii geometrae eruditi Cyclometrioua 
extaif II multo labore coMcriptua, qui que omnia in hia eat, I I 
Jtque ille non eHt^uam laudem promeritus vide- // retm\ si praecipua 
duo theoremataj quibua omne I I id o jus velut /undamentis superatructum 
eat y de H monatrare poiuiaaet. Sed quas ihi pro demovstra- 1/ tio* 
nibua haberi poatulat , propoaitum minime com- II probant .- ipaa 
terh theoremaia^ aicut in utrogue II evidenti ratione noa odendimua^ 
praeelaram ccn- // tinent veritatem** 

HuYOHENS zelf geeft nog scherpe benaderingen : omtrent de 
eerste zegt hij reeds (bladz. 4 ) 

„J^ aexaginfh' I I gulo autem inter koace earn cont inert proba^ 
mua II 31415926538 ^ 31415926533, pol/ aitd diametro partium 
10000000000, eum I I aolitd methodo vix iati p^oducantur 3145,// 
8140r 

16. De werken van Ludolf van Cbulen bra ch ten nog twee 
andere Nederlanders in dezelfde rich ting aan het werk. Vooreerst 
den guDstig bekenden Zeenw Philippub LAfiBBBBGiUB. Deze gaf reeds 
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hi 1616 zijn * ^,Cyclomfif.rine mt>as L%M duo^ Middelburg 1616.'* 
G3 bladz in 4®. [een fraaije druk , waarbij de Lusscben de tekst 
geplaatste figuren met rooden inkt zijn gedrukt] , die ook later 
zjjn opgenomen in zijne * „Opera omnia , Middelburg 1663*', in 
folio. Zie bladz. 13—134. 

Hlj gebruikt dezelfde methode als Ludolf van Cetjlen, doch 
meende eene juistere waarde ie hebben gevonden. Een brief van 
WiLLBBBOED Snellius, die ter verdediging van van Ceulen optrad, 
(deze brief is gedateerd uit Leiden , 11 Oktober 1607) , liet de 
schrijver zeer openhartig afdrukken voor zijn werk zelf. Later 
werd Lansbefgiits bestreden door den Schot Alex and bb Andbbson 
in zijne „Findiciae Archimedis ^ Paris 1616", 12 bladz. in 4fi. 

17. De tweede Nederlander, die schreef over de benaderingen van 
LxJDOLF VAN Ceulen en wel die van 32 decimalen , was Cobnb* 
LIS VAN NiENRODB uit Utrecht , in zijn ♦ „Volkomen proporiie 
des eirkeli diameter^ Utrecht IG28*' , 64 bladz. in b®» Hy irachtte 
eenige benaderende uitdrukkingen te vinden , en komt alzoo tot 
de volgende 

13823 



1/635811:233=3.1415927 en -— — - = 8.1415909, 

4400 

In het tweede hoofdstuk van bet aangehaalde boekje bandelt 
h\j over „Linie proportionaliter^^ , waarmede hij bedoelt de ver- 
deeling in uiterste en mid deist e reden , de zoogenaamde sectio 
aurea: daarb^ geeft hjj de tbeorie der commnnicanten ^ dat wil 
seggen van zoodanige wortelgrootheden , die eene meetbare ver- 
houding hebben. Hij eindigt dit boekje met bet vers 

„0m allea in dit kort begryp by een ie voeghen ^ behoefde ick 

Homeri kooi. 

Die veel duysent Feerskens in een Noot-achelp elootV 

Dezelfde Cobnelis van Nibnbode gaf nog in het licht ♦ „De 
vtj/iien Boecken Euclidia , door C. V. N. , tot Uytrecht" , 232 
bladz. in 8®. Het jaar der uitgave is mij niet bekend : dat V, N. 
onzen schrijver beteekent, blijkt uit het „Tot den Lcezer", dat 
door hem onderteekend is. In verso van den titel staat een 
lijstje van „fauten : Also den Autheur in 't drucken deser ter 
doot sieck // lach". 

Misschien is het dus een opus posthumum : en dan is het 
van lateren datum dan het eerst aangehaalde boekje. 

{fFardt vervolgd.) 
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(Pervolg van bladif. 58.) 



n. MEETKDiroiGE BEHANDELINQ VAN DE THBOEEB 

DER QDATERNIONEN. 

OeiiitMeid em samenteiting vam recMte iijmem. 

§ 38. In hot volgende beschouwen wij een reclite lijn AB ah 
een grootheid, die een bepaalde lengte en een bepaalde ricliting 
(onderscheiden ran de tegengestelde richting) bezit. 

Door de som van twee lijnen in de ruimte AB en BO Terstaat 
men de li|jn AC* Door de som van AB en CD verstaat men de 
1^'n AE, als BE gelijk is aan CD. 

Twee reclite li|jnen in de ruimte AB en CD noemt men gelijk^ 
als zij eeen long fsfjn en dezelfde richting begUten. 

Evenzoo voor drie en meer lijnen. 

Volgens de bepaling van de som heeft men AB + BAzrr AAsnO. 
Men schrijft hierom ook AB = — BA of in woorden : men noemt 
een rechte l^jn de tegengestelde van een andere , ah zij evenlang is en 
tegengestelde richting heeft. 

Men kan nu de samentelling van lijnen ook uitdrukken door 
de vergelijking 4fi -h -ff(7 4- C^ = 0, 

zoodat de som der z^'den van een driehoek nul is, als men de 
richting der z^den laat overeenkomen met de richting, waariu men 
den omtrek kan doorloopen. 

Evenzoo heeft men voor een »-hoek 

ilB 4- 50^ 4- Cl'D. . . . + 13/ + il^>t = 0. 

7 
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§ 89. Als ABOD eea parallelogram isi heeft men daarin vol- 
gens het voorgaande 

JB + BO=zAC 
en JD + DO = AO: 

du9 ook AB + BC siz AD + DO, 

of AB -i^ BC = BO + AB. 

De sammtelling van iw$e recMe lijnen (in de bovenstaande betee- 
kenis) is das commutatief. 

Op dezelfde w^'ze bi^jkt nit een meetknndige beschouwingi dat 
de aamentelling van drie rechte lijnen commutaiief »• Men moet 
daartoe het parallelogram vervangen door een parallelepipednm* 

Uit het commutatief zijn der samentelling van twee en drie 
rechte l\jnen blijkt, dat de iamentelling van een mllekeurig aanial 
rechte lijnen commutatief is, door een redeneering geheel overeen- 
komstig aan die, waarmede men in de rekenkunde uit het com- 
mutatief z^'n van een gedurig produkt van drie factoren de com- 
mutativiteit van vier en meer factoren afleldt. (Zie m^ne Theorie 
der Rekenkunde, Deel I, bladz. 88). 

i 40* Yerder heeft men roor drie rechte I\]nen 
(AB + BC) + CD = AC + CD zzzAD 
en AB + {BC + CD)=zAB'^BD=zAD. 

Dus {AB + BC)+CD = AB + (BC'hCD), 

of in woorden: de samentelling van drie reoMe lijnen is assodatirf. 

Geheel op dezelfde wgze bl^jkt* dat de samenteUing Dan een toil* 
lekeurig aantal reehte lijnen assoeiatitf is. 



Meenmmdige voorsieWmg vmu veeioress, vats Bseu 
samessieiUssg eu Jten ufitceMMUsg. 

§ 41. In het volgende duiden wy door t.^ en k rechte lijnen 
aan, ieder gelijk aan de lengteeenheid en getrokken in drie rich- 
tingen, die twee aan twee rechthoekig op elkaar staan. Wy kiezen 
die richtingen zoodanig, dat voor iemand, die in de richting OC 
of k geplaatst is , de draaiing van OA of t naar OB oij (volgens 
^en rechten hoek) plaats heeft in den zin der beweging van de 
wyzers van een uurwerk; dit is van links naar rechts. Zie Fig. 1. 

Te gelyk is dan voor iemand , die in de richting OA of t 
geplaatst is, de draaiing van j naar k een beweging van links 
naar rechts. Evenzoo voor iemand in j geplaatst, de draaiing 



99 

van k naar t* Men merke hierbg op, dat telkens de drie letters 
i f y en k in cyclische volgorde voorkomen. 

Verder verstaan wij door ai of ia een Ign, die tot lengte heeft 
de absolute waarde van a on die in dezelfde richting loopt als t, 
wanneer a positief is en in tegengestelde ricHting , wanneer a 
negaiief is. 
§ 42. Yolgens het voorgaande stelt nn 

ai + hj + ck 
een commntatieTe som ran drie rechte mnen Toor, en die iom it 
een rechie lyn^ waarmn de projectien op i^ j en k retpeciievel^k 
geUjk zijn aam a, 6 en c. 

Omgekeerd kan elke rechte l^'n, die een bepaalde lengte en 
een bepaalde ricHting bezit, voorgesteld worden door den vorm 
, =; at + fy' + ck, 

Uit de meetkunde bl^kt, dat de cosinussen ran de hoeken, 
welke die 1^'n met de ricbtingen e, J en k maakt, respectievel^k 
erenredig zjjn met a, 3 en c; en dat de lengte van die 1^'n is 

Tv :=z i/(a^ + 5* + c^. 
Noemt men de bedoelde hoeken a, fi en y, dan beeft men 

v:=lk)(iCoiX'i'jC09p + kCosy). 
{ 43. Ab nu JB voorgesteld wordt door ai +fy' +ck, 
tn BC door a^i-hh^-^cjii 

dan stelt (a -f-^i)! + (^ + ^i)y + (c+C|)it een rechte lijn voor, 
die tot projection op de richtingen t , j en k heeft a-^a^^ i + ^i 
c + C|. Maar uit een meetkundige beschouwing blijkt, dat AC 
tot projectien op e, / en k heeft a + aj , ^ -h ^i on c + C|. 

Stelt men dm twee rechte lljnen voor door twee veccoren, dan stelt 
de torn van deze veetoren de meetkundige »om der twee rechte lijnen 
voor. 
EvenEoo voor drie en meer l\jnen. 

Daar verder de meetkundige samentelling der rechte lijnen» even 
als de samentelling der veetoren, commutatief en associatief is, 
zoo wordt de samentelling der veetoren ^ eoowel wat de uitkomst ah 
hare eigenschappen hetreft^ meetkundig aansohouwelijk voorgesteld door 
de lovenbedoelde meetkundige samentelling van rechte lijnen, 

Ofschoon het woord samentelling in de gewone beteekenis eenigs- 
zins verschillend is van die in de uitdrukking samentelling van 
rechte lijnen^ aoo is toch deze uitdrukking voldoende gerechtvaar- 
digd door de volgende omstandigheden : 

1®. Stelt men twee of meer veetoren op de hierboven aange- 

7* 
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wezen manier door rechte lijnen Toori dan irordt de aom der 
▼ectoren voorgesteld door de lyui waaraan wij den naam ga?en 
van som der andere Ijjnen. 

2^. De bewerkingy die wi[j met de lijnen Terricht hebben^ 
bezit al de eigenschappen van de samentelling der vectoren* 

8^« Wanneer de lijnen » die men moet samentellen, evenwijdig 
z^iip verscbilt de bierboven aangewezen bewerking in niets van de 
gewone samentelling van positieve en negatieve lijjnen. Door bet 
voorgaande is tevens voldoende gemotiveerd, dai men de reeMe l^jn^ 
die een vector voorstelt^ ooh vector noemi. Wat van de algebrai'scbe 
uitdrukking geldt, kan men ook van de lijn zeggen; en bovendien 
valt bet steeds in bet oog, of men van de meetknndige dan wel 
van de algebraiscbe beteekenis van bet woord vector spreeki. Zoo 
gebroikt men ook de uitdmkkingen riehting vcm ten vector ^ Ungte 
vam een vector^ enz* 

Bij bet voorgaande merken wy nog op, dat HAMILTOK9 toen b^ 
den naam samentelling toepaste op de bovenaangewezen meetknn- 
dige bewerking, daarbij niet anders deed, dan wat men algemeen 
doet om de samentelling van gewone complexe getallen, meet- 
kundig aanscbonwelijk te maken« 

§ 4A. Ben aftrekking van twee vectoren kan alt^d veranderd 
worden in een samentelling, door aan de coefficienten in den 
aftrekker bet tegengestelde teeken te geven* Door deze verandering 
van teekens zal de lijjn, die den aftrekker voorstelt, on veranderd 
bly ven van lengte, maar een l\jn van tegengestelde ricbting worden. 
Wy verkr^jgen das een recbte lijn , die bet verscbil van twee vec- 
toren "voorstelt, als men b^ de l^n, die bet aftrektal voorstelt, 
een l^n optelt, welke tegengestelde ricbting en gelgke lengte beeft, 
als de recbte lyn, welke den aftrekker voorstelt* 

Daar nu met bet verscbil van twee vectoren ook overeenkomt 
bet verscbil van overeenkomstige lynen, terw^l elke aftrekking van 
vectoren en van lijnen kan veranderd worden in een optelling, 
too geldt, wat in de vorige { geaegd ii^ ook voor de c^trekkiag van 
vectoren. 



Meeiitmndige voorsteUing van Met prodmM em Met 
qmotieni van twee vectoren, 

§ 4)5. Merken wjj vocreerst op, dat men beeft 
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zoodat voor de drie vectoren t » j en k de eigentchap g«ldt, dat 
het produkt ran twee der drie gel^k it aan den derden^ waarbijj 
de draaiing van den vermenigvuldiger naar het vermenigvuldigtal 
plaats heeft van links naar rechts voor iemand , die in de ricliting 
h geplaatst ia. Hierbij is van veotoren gesproken , voor de lijjnen 
die de vectoren voorstellen, W^ zullen hetzelfde later ook dik« 
wijls doen. Uit den zin kan men altijd opmaken , of er gesproken 
wordt van meetknndige dan wel van algebnasche grootheden. 

§ 46. Nemen w^ nn twee willekeurlge eenheidsveetoren 

iCo9» +jCosfi +kCk)SYf 
i Cot «S| +J Co$Pi+k Cos /i , 
die rechthoekig op elkaar staan, zoodat men heeft 

Co$a Co8»^ + Co8pCo$P^+ Co$yCo8y^ = 0. 

Men vindt dan voor het produkt van die vectoren 
(Co# j3 Coiy^ — Cos p^ Cosy) i + (Cosy Cosai — Cosy^ Cos ce)J 4- 

+ (Cos a C<?« P| — Cos «| Cos j3) k. 

Deze vector stelt een ly n voor, die rechthoekig staat op de l^nen, 
welke de twee gegeven vectoren voorstellen. Uit een meetknndige 
beschouwing blijjkt, dat voor iemand, die geplaatst is in de rich- 
ting van het produkt, de draaiing van den vermenigvuldiger naar 
het vermenigvuldigtal plaats heeft van links naar rechts* 

Daar wij verder hebben 
(Cos P Cos y^'^ Cos P^ Cosy^ + (Cosy Cosct^ — Cosy^ Cosdf + 

•■^ (Cos a Cos p^-^ Cos a^ Co«|5)*= 1, 
zoo is de tensor van het produkt 1. De lengte van de rechte 
l\in, die het produkt voorstelt, is dus ook !• 

Volgens het voorgaande hebben wQ algemeen: als twee vectoren 
fooorgeateld iDorden door twee recMe lijnen^ die rechthoekig op elkaar 
staan , dan wordt hun produkt voorgesteld door een rechte lijn^ recki* 
hoekif op de heide eerste, z6o dat voor iemand^ die in de richting 
van de derde li^n geplaatst is, de draaiing van den vermenigvuldiger 
naar het vermenigvuldigtal van links naar reehts plaaie hetft. W$ 
noemen nu kortweg de derde li|jn het produkt van de twee 
andere mnen. 

i 47. Neemt men bi|j de voorgaande vermenigvuldiging in 
plaats van eenheidsveetoren , willekeurige vectoren , dan blyft alles 
onveranderd, behalve dat men in plaats van een eenheidsvector 
een vector verkr^gt, waarvan de lengte gel^'k is aan het produkt 
der tensoren of lengten van de twee factoren. 

\ 48. Vectoren , die door evenw^dige lijnen voorgesteld worden, 
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vectoren ai + dj-^ck en d{ai + 6J'\^ck)i 

voor het prodakt ran die beide heeft men 

of: het produht van twee (algebrai'sche) vectoren die door eventoijdige 
lijnen voorgesteM worden is een reeel getal, Bij bekorting drukt 
men dit ook ait door te zeggen : het produkt tan twee evenwijdige 
lijnen is een reeel getal, 

Als de evenwijdige lijnen dezelfde richting hebben , is bet pro- 
dakt negatief; als de evenwijdige lijnen tegengestelde richting 
hebben, is het prodakt positief. 

Als bijzondere gevallen van het voorgaande heeft men 

§ 49. Nemen wi|j nu het prodakt van twee willekearige een- 
heidsvectoren 
V s= iCosx+J Cos^'^-kCoayevLV^ = i Cos x^+J Cos p^ + k Cosy^, 

Men vindt 

jp = — (Cos X Cos tf| 4- Cos p Cos )3| -f- Cos y Cos y^) 4- 
+ (Cos fi Cos yj — Cos j3| Cos y) i + (Cos y Cos «^ — Cos y^ Cos a) J 4- 

(Cos a Cos p^ — Cos a^ Cos fi) k. 

Zij 9 de hoek, die gevormd wordt door de twee rechte lijnen, 
welke de eenheidsvectoren voorstellent en merken w^* op, dat 
men heeft 

Cos A Cos x^ -i- Cos (3 Cos ^| + Cos y Cos y, n: Cos 9. 

(Cos pCos yi — Cos /3| Cos yf -f- (Cos y Cos a^ — Cos y^ Cos «)* + 

+ (Cos a Cos pi — Cos a^ Cos p)^ =: $in^ a. 

Wy kannen dan voor p schrijven 

i? = — Cosd-hSinQxv^, 
waarin v^ een eenheidsvector voorstelti die rechthoekig op de 
twee gegeven vectoren staat, zoo dat voor iemand in v^ geplaatst 
de draaiing van den vermenigvuldiger naar het vermenigvaldigtal 
plaats heeft van links naar rechts. 

0pm. Wij zeggen bier ook vermenigvuldiger in plaats van de 
lijn, welke door den vermenigvuldiger voorgesteld wordt. Evenzoo 
zullen w^ in het volgende dikwijls spreken van deeler in plaats 
van de lijn^ die voorgesteld wordt door den deeler, 

{ 50. Yolgens § 36 heeft men ait de formnle der vorige { on- 
middell^k q=zviv^=z*^vv^z=: Cos 6 — - Sin X r^ , 
waarin v^ een vector aanwi|jst| zoo dat voor iemand in de richting 
van dien veetor geplaatst, de draaiing van v naar v^ van links 
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naar rechts plaats heefl, Duiden wij nu door t;^ eeu vector aan, 
die tegengestelde richting heeft van r^ en gelyke lengte als v^, 
dan is V3 =: — v^ en voor iemand in 03 geplaatst^ heeft de draaiiHg 
van 0| fuiar v plaaie van linlce naar rechit, De voorgaande formule 
wordt dan q^siviv^zszCoei+Sini'Xv^, 

Vervangt men de twee eenheidsvectoren door willekeurige vec- 
toren, dan heeft men 

jT = r : t7| = •; — (Cb« d -i- Sin 9 X vA 

i 51. W^ hebben in { 24 gezien, dat men voor een wille- 
kenrigen qnaternion q altijd heeft 

Uq z=zC08^ + Sin UFq. 

Vergelijjkt men dezen vorm met het quotient (zie vorige §} 

f? : t^i =: Co#fi + Sin 9 X »8, 
dan blijkti dai men^ Uq han heechouwen ah het quotient van twee 
eenheidsvectoren 9 toelhe voorgesteld warden door lijnen^ die een hoek 
6 met elkaar makeup en die reehthoeUg ataan op de lijn voorgeeteld 
door UFq. Voor iemand » die in de richting UFq staat, heeft 
daarb^ de draaiing van den deeler naar het deeltal plaats van 
links naar rechts. 

Vervangt men Uq door q^ dan moet men de eenheidsvectoren . 
vervangen door twee vectoren r eu 0|, zoo dat men heeft 

Tqzs^ToiTv^. 

Voor i/ = : 0| heeft men namel^k volgens de laatste formule 
van § 31 Uq = Uv : Uv^, 

§ 62. Vroeger is gebleken, dat het quotient van twee vecto- 
ren in het algemeen een bepaalden quaternion oplevert. Volgens 
het voorgaande kan men elken quaternion 

q -s^ a + bi -{-^ ej '\' dk 
beschouwen als het quotient van twee vectoren. Van deze vecto- 
ren is bepaald, dat zy l^nen voorstellen, die met elkaar een hoek 
vormen; waarvoor 

Co9^ = a\Tq\ 
deze moeten beide rechthoekig staan op de rechte, wier richtings- 
cosinussen evenredig z\jn met h^ c tn d\ 
hare lengten moeten geven tot quotient 

Tq\ 
en zij moeten zoo gelegen z^'n^ dat de draaiing van de lyn, die door 
den deeler voorgesteld wordt , naar de ]^n , die door het deeltal 
voorgesteld wordt , plaats heeft van links naar rechts voor iemand, 
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die staat iu de richting der lijn , welke Toorgesteld wordt door Fq. 
OPMEBKiKa. Daar twee l^nen, die dezelfde ricHting bezitten 
MI even lang z^'n, voorgesteld worden door een zelfden rector, 
kan men altijd veronderstellen , dat de l^'nen, die de yectoren 
voorstellen, waarvan het quotient de quaternion is, door ^en 
punt gaan. 

{ 53. In plaats van het voorgaande zegt men veel korter: 
Mke quaternion a 'j^ 6i -{^ qf ^^ dk zzz q is het quotient van twee lijnen^ 
die met elhaar vormen een hoeJc 6 , toaarvoor Cob ^ z^: aiTq\ die 
beide rechthoeUg ataan op Fq; toier lengten tot quotient hehben Tq; en 
die z6o gelegen sijn ^ dat voor iemand in de rickiing Fq geplaatat 
de draaiing van den deeler naar het deeltal plaats heeft van links 
naar reehts, Wij kunnen nu elken quaternion beschouwen als het 
quotient van twee lignen, die een punt gemeen hebben. W^ 
moeten dan twee zulke quotienten van rechte l^nen als gel^k 
beschouwen , wanneer deeler en deeltal der twee quotienten driehoe- 
ken vormen, die rechtstreeks gel^kvormig z\jn en in evenwijdige 
platte vlakken liggen. 

Twee vectoren, die door evenwijdige lijnen voorgesteld worden, 
verschillen alleen in reeelen factor. Het quotient van twee even* 
wijdige lijnen is dua een re*4el getal : een acalair^ Dat reeele getal 
is positief, als de lijnen dezelfde, en negatief , als zi[] tegengestelde 
richting hebben. De absolute waarde van dat getal is gelijk aan 
de verhouding der teusoren van de twee vectoren; dat is gelijk aan 
de verhouding der lengten van de twee lynen. 

Omgekeerd kan men nu ook elk reeel getal beschouwen als het 
quotient van twee evenwijdige lynen, waarvan de eene in lengte 
en richting geheel willekeurig mag genomen worden* 

{ 54. Om aan het quotient van twee rechte l^nen een meer 
aanschouwelijke beteekenis te hechten, z^ q het quotient van de 

vectoren v en v^; dus fl^sr— • 

V V Vm 

Nu is (algebraisch) g'.fjj = — . r| =: — . -? = r of in woorden: 

Vg r| 1 

de deeler vermenigvuldigd met het quotient levert het deeltal op* 

Dit geldt voor de algebraische beteekenis der vectoren en der 

quaternionen in het algemeen. Willen wij nu spreken van ver- 

menigvuldigen en deelen van rechte l^nen en quaternionen (als 

quotienten van rechte lijnen beschouwd), dan moet aan die bewer- 

kingen zulk een beteekenis gehecht worden , dat de uitkomsten 
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der meetkundige bewerkingen overeenkomen met (of voorstellen) de 
uitkomiten der algebrai'sche bewerkingen met de quatemionen , 
welke door de lijnen en quotienten van lijnen voorgesteld worden, 
Wiy moeten dus aan bet quotient van twee rechte lijnen en de 
vermenigTuldiging van den deeler met het quotient zulk een 
beteekenis hecbten, dat de deeler vermenigvuldigd met bet qno« 
tient van twee li^jnen bet deeltal oplevert. Eiertoe moeten wij den 
deeler zoodanig draaien^ dat hij in den stand van het deeltal komt 
en hem t$ gelijk zoaveel longer of korter maken , als het quotient dir 
lengten van deeltal en deeler hedraagt. 

Als deeler en deeltal van een (meetkundigen) quaternion even 
lang z^n, duidt deze alleen een draaiing van deeler naar deeltal 
aan. Daar men beeft Tqz^TviTv^^ zoo is in dit geval Tq := 1« 
Het quotient van twee evenlange lijnen stelt dus een algebra'iscbe 
quaternion voor, welks Tensor 1 is en zulk een algebraiscben 
quaternion bebben wij in { 22 een versor genoemd. Wij blijven 
dus in overeenstemming met de algebraische theorie der quatemionen^ 
als wij het quotient van twee evenlange lijnen een versor noemen. 



Som vats qmatermioHem als qmoHeutem van Jtfimem. 

{ 55, Twee quatemionen liggen in bet algemeen in tweevlak- 
ken, die elkaar snyden. Met bebulp van betgeen in { 53 gezegd 
is, kan men voor elken quaternion ABxAC een willekeurige lign 
ac t in bet vlak JBG gelegen i als deeler aannemen. Men verkri(jgt 
dan bet deeltal a3, door in betzelfde vlak een drieboek abe te 
construeeren « die recbtstreeks gelijkvormig is met JBC* 

Hieruit blijkt , dat men voor elk van twee quatemionen als 

deeler kan aannemen een recbte lijn van bepaalde lengte en ricb* 

ting» gelegen in de snijlgn van de vlakken der twee quatemionen. 

De quatemionen komen dan in de vormen 

©I v^ 

JL en — . 

V V 

Bescbouwt men deze quatemionen als algebra'iscbe quotienten, 
dan is bun som (zie { 81) 

V 

Bit algebraiscbe quotient wordt meetkundig voorgesteld door 
bet quotient van de meetkundige som der l^nen v^ en v^ gedeeld 
door de lijjn v. 
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Men verkrijgl dut de 90m van twee quatienien van Hjnen^ door die 
quotienten tot em gemeemchappelijken deeler te herleiden^ en daama de 
meethmdige som der deeltallen ie deelen door den gemeenschappelijken 
deeler; dit meetkuudige quotient is.de voorstelling van de som 
der gegeven quaternionen. 

Evensoo vindt men het verschil van twee quaternionen. 

} 56. Daar men volgens het voorgaande heeft 

AB'^ AB'^ AB '^ AB~ AB~ ' 

AC CA 

too schr^ft men ook -7^= — -7^1 of in woorden: mm krijgt 

AB AB 

het tegengestelde van em quotimt van lynm^ ah men aan het deeltal 
een tegengestelde richting geeft. 

{ 67. De twee quaternionen q:zza -i^bi+^qf^dk en 

2^ =r a — bi — 9— dk 
worden voorgesteld door twee quotienten Tan Ignen, t6o dat de 
vlakken der quotienten evenwjjdig z^n, of, wat op hetselfde 
neerkomty samenvallen. Daar UFq en UFKq tegengestelde teekens 
hebben, zoo hebben ook de lynen, die den stand aanw^zen, waaruit 
men de draaiingen der quaternionen van links naar rechts ziet 
gebeuren, tegengestelde richtingen. Daar men verder heeft Tq=z 
TKq, zoo is de verhouding der lengten ran deeltal en deeler van 
den eenen quaternion gel\jk aan de overeenkomstige verhouding 
by den auderen quaternion, De hoek, dien deeler en deeltal van 
den eersten quaternion met elkaar maken, heeft tot cosinus iSjji^ : Tq, 
De hoeky dien deeler en deeltal van den tweeden quaternion 
vormen , heeft tot cosinus 8Kq : TKq. Daar men verder heeft 
8q = SKq = a en T^ = TKq^ zoo ziju ook de hoeken» dien deeler 
en deeltal vormen, in de twee quaternionen geli[jk. Neemt men 
dus voor de twee quaternionen als gemeenschappeliykeu deeler aan 

AB= V, 
zie Fig. 2 , dan z^n de deeltallen 9| en v^ twee l^nen AC en Ad 
die met AB in ^n plat vlak liggen» terw\jl men heeft 

lengte ACz=i lengte AC* ^ 
'LBAC=LBACf. 

$ 59. Voor de som van de twee toegevoegde quaternionen 
heeft men, zie Fig. 8j 

J. _^C AC _ AC-^-AC _ AC-h CD _AD 
S-^^^— jb'^AB ^ AB ~ AB ~ AB' 
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of 2., = g, ' 

waarin 8q het reeele deel is van de algebrai'scbe grootheid q. 
Voor het verschil der twee toegevoegde quaternionen hoeft men 

AC — AC AC-^CD ACH-CE AE 



q — Kqzii 



AB AB ~ AB ~ AB' 

AM 



of 2r, = ^^. 

waarin Vq het niet-reeele deel voorstelt Tan de algebraische groot- 
heid q^ 

§ 59. Laat nit het niteinde C Yan het deeltal van een quater- 

AC 

nion jT = — loodlyncn CD en CB ne6r op den deeler, zie Pig. 4, 

en op de 1^'n, die in het vlak van den quaternion rechthoekig op 
den deeler staat. Men heeft dan 

_AC _ AD + DC _ AD AJE 
^~ AB~ AB ~ AB'^ AB^ 

AB : AD is het quotient van twee evenwi^jdige lijnen, dus een reeel 
getal. AE : AB is het quotient van twee onderling reehthoekige 
liynen. Men han du$ elk quotient van twee rechte lijnen heechouwen 
ala de som van een reeel getal en het quotient van twee onderling 
reehthoekige lijnen. 

Het quotient van twee onderling reehthoekige lijnen noelnt men 
gewoonl^'k een recht quotient en , als de lijnen bovendien even lang 
£^'n» een rechten versor, 

Merken wij op, dat in de vorige { AD het dubbele is van de 
projectie van AC op AB^ dan sien wiQ, dat het reeele getal, waar- 
van zoo even gesproken werd , gelijk is het scalair-deel van den 
algebraischen quaternion, 

Merken w^ op , dat in de vorige { AE het dubbele is van de 
projeetie van AC op de l^n, die in het vlak van den quaternion 
ligt en retlithoekig op den deeler staat, dan zien wijj, dat het 
reehte quotient, waarvan hierboven gesproken werd, gelijk is aan 
den vector van den algebraischen quaternion. 

§ 60. Volgens § 50 heeft men viv^zzz Cos 9 -{-v^Sin^, waarin 
4 den hoek voorstelt, welke gevormd wordt door de rechte lijnen, 
die v en 0| voorstellen. Staan nu die lijnen rechthoekig op elkaar, 
dan heeft men v ; V| = v^. 
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Het quotient van twee rechte lijnen , die rechthoekig op elkaar 
staan , stelt du3 een zelfden algebrai'schen vector voor als de rechte 
lijn , die rechthoekig op beide staat en waarvan de richting zoo- 
danig is » dat voor iemand in die richting geplaatst , de draaiing 
van Ti naar v plaats heeft van links naar rechts. 

De tensor van o, of de lengte der lijn, die rechthoekig op de 
tw^ee anderen staat, is gelijk aan het quotient der tensoren van 0|, 
of de lengten der lynen, die v en v^ voorstellen, 

Het quotient van twee onderling rechthoekige lijnen wordt dus 
door een zelfden vector voorgesteld als een rechte lyn^ die lood* 
recht op het vlak der eerste twee staat. Zal dus de meetkundige 
beteekenis van een quaternion in overeenstemming bl^ven met de 
algebrai'sche, zoo moeten wi|j zeggen, dat een recht quotient gelyk 
is aan een lijn, rechthoekig op deeler en deeltal, en waarvan rich- 
ting en lengte bepaald zijn als hierboven. 

Daar nu volgens de vorige § elke quaternion (quotient van 
twee lijnen) kan beschouwd worden als de som van een reeel getal 
en een recht qnotient, zoo kan men ook elken quaternion beachonwen 
als de som van een reeel getal en een rechte lijn, 

Dit komt ook daarmede overeen, dat elke algebrai'sche quater- 
nion q:=ia^U'^cj'\'dk 
kan beschouwd worden als de som van een reeel getal a en een 
vector, die voorgesteld wordt door een rechte lijn, wier lengte 
TFq is. 

$ 61. Nemen wy de som van twee quaternionen , die men 
altigd z<$o kan herleiden , dat zi|j dezelfde lijn v tot deeler hebben, 

? + ?! = -:+-• 

V V 

Zij nu a de projectie van v^ op v en a^ die van v^ op «. Zg 
verder b de projectie van v^ op een vlak rechthoekig op v en b^ 
de projectie van^v^ op dat vlak* Men heeft dan 

of daar de meetktndige samentelling van lijnen commutatief en 

associatief is , 

(a-f-fl|)-t-(5-f.5^) a-4-fl| ^ b^b^ 
q-hqi = = ^-1 '. 

V V V 

Hierin is a*^ a^ een rechte l^n , die, even als a en a|, dezelfde 
richting heeft als v of de tegengestelde , terw^l ^ -r ^i > ®^^^ ^^^ 
3 en ^1 , rechthoekig op v staat. 
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Men heeft das Si^'i^ 9i)^=^ ' en 



V 

Daar men rerder heeft - = iS^ en — = ^i , - = f^fl' en - = 

Fq^y zoo is ook 8[q + q^z=:Sq -hr Sq^ en 

V{q + q;i=rq+Fq,. 

Men kan dit ook in woorden nitdrnkken, door te zeggen: 
Mm haft de 8om van twee quaiemionen verhrljgen , door elken quaUr" 
nion ie beschouwm aU de som van een reeel getal en een recite lijn, 
en vervolgena de »om dier reeele getaUen ie voegen b^ de %om van 
die l^nen. Yergetgk § 7. 

§ 62. Yoor drie qnaternionen heeft men volgens het Toorgaande 

S(q + qi + q^) = S(q + q^)+Sq^:=z8q+.% + Sq^, 

Evenzoo voor vier en meer qnaternionen. Yergelijk § 8. 

De samentelling van een willekourig aantal qnaternionen wordt 
das ternggebracht tot het samentellen van hunne icatars (re€ele 
getallen) en het samentellen van hnu vectoren (rechte li[jnen). 

Daar de samentelling van reeele getallen zoowel als de samen- 
telling van rechte lijnen commntatief en associatief is, goo is ook 
de meetkundige samentelling der quotienten van rechte lijnen een com* 
mutaiieve en associatieve bewerking, Vergelyk § 6, 

{ 68. Men heeft volgens het voorgaande voor twee qnotienten 
van lynen E^q + q^i = 5(g H- q^) — F{q + q^) , 

K(q + q^)=zSq+Sq,^Vq—Vq,, 

^(? + ?l) = (^^ — ^1?) + (^^1 — ^^l) , 
^{q + ^i) = ^J? 4- Kq^. 
Evenzoo is K{q — q^ ^=i Kq^^ Kqt, 

^H + ix -^ft) = ^? 4- Kq^ + Kq^ , 
enz. Vergelyk § 9. 

§ 64. Volgens § 67 krygt men den toegevoegde van een recht 
qnotienti door aan het deeltal v^ een tegengestelde richting te 
geven. Als dus a een recht quotient is, heeft men 

jr« = ~ «. Vergelyk § 26. 
§ 65. De quotienten v^w en ^-^ V| : o of « en Kx zijn ieder 
gelijk aan een rechte lijn. Die rechte lijnen zijn even lang, maar 
hebben tegengestelde richting. Noemen wij nu de eene lijn de 
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toegevoegde van de andere^ als de rechte quotienten, die zjj voor- 
stellen, elkaar^s toegevoegde z\ja; dan bebben w^, als v zalk een 
lyn 18, Zt>=— »• Vergelyk § 26. 



OpmertbiMff^ 



In de tweede afdeeliag van deze verhandeling (§ 88-*§ 100) 
is bet ons streven een systeem van grootheden en bewerkingen 
vast te stellen« dat in alles overeenkomt met de algebraiscbe 
tbeorie der quatemionen. DaarbiJ} is als beginsel aangenomen met 
elke algebraiscbe bewerking een zoodanige meetknndige te doen 
overeenkomen 9 dat de uitkomst der meetknndige bewerking over- 
eenkomt met de nitkomst der algebraiscbe. Zoodra de bewerkingen 
op die w^ze met elkaar overeenkomen , znllen ook met de alge- 
braiscbe eigenscbappen meetknndige overeenstemmen. Als b. v. 
gebleken is , dat met elken vector overeenkomt ^en bepaalde recbte 
l^n, en dat met de som van vectoren overeenkomt ^en bepaalde 
recbte lijn , welke de meetknndige som der lijnen voorstelt , (w^* 
nemen hierb^ aan dat de vectoren , die opgeteld wprden, overeen* 
komen met de lynen die samengeteld worden); dim volgt onmid- 
delliyk nit bet commntatief, associatief en distribntief z\jn der 
algebraiscbe samentelling , dat ook de meetknndige samentelling 
die zelfde eigenscbappen bezit. 

Tocb bebben w^' in deze en andere gevallen nog meetknndige 
bewijzen gegeven. Op dezelfde wyze zullen wy ook in bet voi- 
gende dikw^'ls meetknndige bew^'zen geven, of de eene eigenscbap 
der geometriscbe bewerkingen nit dezer vroeger voorkomende 
meetknndige eigenscbappen afleiden, met bebnlp van beknopte rede- 
neeringen. W^* znllen daarb^* altijd verwijjzen naar de algebrttiscbe 
eigenscbap, waarmede de pas bewezen meetknndige overeenkomt. 

Op die w^'ze worden de algebraiscbe eigenscbappen en bewer- 
kingen meer aanscbonweliyk gemaakt, en bet gebeele systeem 
krygfc, ook niterlyk, meer stevigbeid; een voordeel, dat niet te 
verwaarloozen is bij een tbeorie ^ die zooveel oplevert , dat afw\jkt 
van de overige deelen der wiskunde, als de tbeorie der qnater- 
.nionen. 

Een ander voordeel van de tweeerlei bewi[jzen is daarln gelegen, 
dat men om de eigenscbap en bet bew^'s te ontvoawen, die kan 
kiezen, welke bet gemakkel^kst in te zien en te overzien zyn. 
Ook bij meer ingewikkelde eigenscbappen en toepassingen der 
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qnatemionen zal men nu eeas algebrai'sche » dan weder meeikun- 
dige bew^zen geven. 



WetnmeMigmMUgimg vam ^[mmiermiomem, 

§ C6. Men kan een qnotient van l\jnen altjjd vervangen door 
een ander z6of dat het een willekeurige l\jn in zyn vlak tot 
deeler of tot deeltal heeft. W^ knnnen nn twee quotienten ran 
Ignen verrangen door twee andere, zoo dat het eene tot deeler en 
het andere tot deeltal heefl een rechte 1^'n in de snyiijn der vlak- 
ken van de twee quatemionen gelegen. W\j krijgen dan voor 
die qnotienten q en q^ 

Om in overeenstemming te bl\jven met de algebrai'sche theorie 
der qnaternionen 9 hebben wg dus de volgende definitie : door 
het produkt van twee qnotienten van lynen, waarb\j de deeler 
van den vermenigvuldiger dezelfde 1^'n is als het deeltal van het 
vermenigvnldigtaly verstaat men het qnotient van het deeltal van 
den vermenigvnldiger gedeeld door den deeler van het vermenig* 
vnldigtal. 

$ 67. Om znlk een vermenigvnldiging nader aanschonwelijjk 
te maken, nemen w^* vooreerst alleen quottenten van eenkeidsvedth 
ren. Verder veronderstellen w^', dat alle eenheidsvectoren nit een 
zelfde pnnt getrokken zyn, zoodat hnn niteinden alle liggen op' 
een bol» die 1 tot straal en dat pnnt tot middelpnnt heeft* 
Elk pnnt op den bol stelt dan een eenheidsvector voor, en het 
qnotient van twee eenheidsvectoren kan men aandniden door een 
boog van een grooten cirkel, die loopt van het niteinde van den 
deeler naar het niteinde van het deeltal. Als dns het middel- 
pnnt van een bol is, terw\jl OA en OB eenheidsvectoren zijn» 
znllen wy schryven 

OB 

— - z=z boog d4B (of korter) = AB. 

B\j deze voorstelling der qnatemionen z^'n twee qnatemionen 
gelyk, als z\j voorgesteld wordeu door twee even lange bogen 
van denzelfden grooten cirkel, en als die bogen bovendien draai- 
ingen in denzelfden zin aanwyzen. 

Bechte versoren worden voorgesteld door bogen van 90^. 
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§ 68. Yolgens het voorgaande hebben wij nu 

OC OB ^OC 
OB OA OA 

of BC.AB=iAC. 

ffei produkt van twee zijden van een bohormigen driehoek U dua gelijk 
aan de derde djde t als het uiteinde Tan het Termenigvuldigtal 
samenvalt met het aanvangspunt van den vermenigvuldiger ; in 
het Toorgaande B. 

Om aan de geljjkheid der leden van de voorgaande vergel^king 
een aanschouwelyke beteekenis te hechten, beschouwen wy ieder 
lid als vermenigvnldiger van een prodakt, waarvan het vermenig- 
vuldigtal in beide gevallen OA is. Men heeft dan 

BO.AB.OA=AC.OA, 

00 OB ^^ 00 ^^ 

'^ ob'Wa^'^^'oa'^'^' 

Het eerste lid kan men beschonwen als de nitdrukking daarvan, 
dat OA eerst door draaiing in den stand OB en vervolgens door 
draaiing van OB in den stand OC meet gebracht worden. Het 
tweede lid dnidt evenzoo aan dat OA door draaiing in den stand 
00 meet gebracht worden. De vergelijjking BO, AB = AC kan 
dns beschouwd worden als de nitdrukking daarvan^ dat men OA 
in den stand OC kan brengen op de twee hierboven bedoelde 
manieren. 

§ 69. Neemt men de factoren van het produkt SCAB in 
een andere volgorde, dan wordt het produkt (zie Fig* 6) 

AB.BC=iBD.EB=zED. 

Yerwisselt men dus de factoren van BC.AB^ zoo kr^'gt men 
in plaats van AC den quaternion ED. 

De bogen AC en J^D zgn ongel^'k, daar zij in het algemeen niet 
tot denzelfden grooten cirkel behooren. Z^ zouden op denzelfden 
grooten cirkel liggen, als AB, BD , BC en EB ieder 90® bevat* 
ten. Maar ook in dit geval zouden de produkten niet gelyk zijuy 
daar de bogen , die de uitkomst voorstellen, dan nog van tegen* 
gestelden zin z^n. 

Wij kunnen dus zeggen: de vermenigwldiging der versoren U in 
het algemeen niet eommuiatiqf, 

Als AB en BC bogen van 90^ z^Ui heeft men twee rechte 
versoren. In dit geval zgn de produkten bogen van denzelfden 
cirkel, maar van tegengestelden zin; Daar men van een quotient 
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?an twee eenheidsvectoren bet toegevoegde krijgt , door deeler en 
deeltal te verwisselen, kan men zeggen: ah men in em produJct 
van twee rechte versoren de factoren verwisselt , krijgt men het toege^ 
voegde van het eersie produkt. 

Wat in het voorgaande gezegd is van versoren, geldt ook voor 
willekeurige quaternionea. Men kan n.l. elken quaternion beschou- 
wen als het prodnkt van een Terser en een scalair-getal. Men 
merke daarb^' op, dat de tensor van het prodnkt van twee qua- 
temionen gelijjk is aan het produkt der tensoren van de twee 
quaternionen; en dat de tensor van een quaternion gel^k is aan 
den tensor van den toegevoegden quaternion. Wij hebben dus: 

De vermenigvuldiging der quaternionen is in het algetneen niet com- 
muUUief. Yergeligk § 14. 

Ale men in een produkt van twee rechte quotienten de factoren 
verwisselt , krijgi men het ioegevoegde van dat produkt, 

§ 70. Wy hebben vroeger gezien, dat elk recht quotient ge* 
mk is aan een rechte l^*n. Door het produkt van twee rechte 
Ijjnen mogen wi|j dus niets anders verstaan dan het produkt van de 
rechte quotienten , die aan de twee lijnen gelijk zijn. 

Wat aan het einde der vorige § gezegd is, kan men dus ook 
uitdrukken , door te zeggen : Ala men in een produkt van twee rechte 
Ujnen de factoren verwinelt^ krygt men het toegevoegde van dat produkt, 

Volgens § 36 hebben wy voor twee (algebraische) eenheidsvec- 
toren de eigenschap W| = — (v: Vj), 

welke reeds in § 50 toegepast is. W^ willen nu langs meetkun- 
digen weg zien of de voorgaande beteekenis , die w\] aan het 
produkt van twee rechte 1^'nen moeten hechten, in overeenstem* 
ming is met de beteekenis, die w^' er volgens de zoo even aan* 
gehaalde formule aan moeten verbinden. 

In Fig. 6 is I als het middelpunt van een bolis, OB,Oc:=z 
AB.ACf als AB en AC tot polen hebben h en c. Zij verder C^ 
het tegenpunt van C^ dan is C^Azs: AC en dus 

Ob. Oczz: AB. C^A = C^B^ 
Oh.Oc = OB : 00^ =^{0B: 00); 
of 0b.0c — — (0bi0c). 

Deze eigenschap komt overeen met de algebraische eigenschap 
in § 86. 

§ 71. De beteekenis van het quotient van twee lijnen is reeds 
vastgesteld. Willen wg nu de beteekenis van het quotient van twee 
rechte quotienten vaststellen , dan merken wij op , dat elk recht 

9 
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quotient gelijk is aan een reckto l\jn. Wy mogen dus aan hot 
quotient van twee rechte quotienten geen andere beteekenis hech- 
ten dan aan het quotient van de twee rechte l^nen, die respec- 
tievelyk aan de twee rechte quotienten gelijk zQn. Z^' gegeven 
(zie Fig. 6) OA=zUa, 

OC=zUy; en 
OBiOAzzzOb, 00:0A= Oc. 

OB 00 

Wy moeten nu aan TTT'Tw 

dezelfde beteekenis hechten als aan 

06 
O'c 
Daar verder Oh: Ocz=z OB: 00, zoo hebben wg 

OB 00 ^OB 

OA'OJ^ 00* 

Ua'V(g~Uy 
Op dezelfde w^ze heeft men nn voor willekeurige rechte quo- 

... P y P 

tienten - :- zs -. 

a » y 

DU is in overeenstemming met de algebra der quatemimen. Zie § 35. 

Men hlijft ook in overeenstemming met de algebra der quaiemionen, 
ale men dezelfde dejinitie van de deeling der rechte quotienten uit' 
breidt op de deeling van geheel willekeurige quatemionen. Dit doen 
wij due. 

§ 72. In de algebra der qnatemionen hebben wij 1 : - den 

y 

reciproken van — genoemd. Doen wi[j hetzelfde in de meetkun- 

de der qnatemionen. Nn is 

a y «_y 

r r r » 

W\j hebben dus even als in de algebra: Men krijgt den recipro- 
ken van een quaternion ^ als men gijn deeler en deeltal verwisselt^ 
Vergelyk § 84. ' 

§ 78. Daar men verder heeft 

t fL — t 

m'y y* 

zoo is volgens het voorgaande ook 
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« y ct ct y ay* 

of £:«-=:?.- 

« y « y 

Wij hebben dus: Men vermmigmldigt een quaternion met een 
amderm^ alt men dezen deelt door den reciproken van den eersten. 
Zie $ 32. 

Of ook: Men deelt een quaternion door een anderen^ ale men den 
reciproken van dezen ^ vermenigvuldigt met den eereten. 

§ 74. By een versor OB: OA is OdiOB de reciproke. 

Te gelyk (zie Fig. 7) is, ab LBOJzizLAOO, 00: OA de 
toegevoegde. Uit de gel^'kheid der hoeken BOA en A 00 en de 
gelijkheid der lengten van de complanaire l^jnen OB^ OA en OC 

^ OB OA' 

r.OB ^OB 
OA OA 

Stelt men dns versoren Toor door bogen fan groote cirkels op 
een bol , zoo is K,AB =; BA ^ B.AB. 

§ 75. Wy hebben vroeger gevonden 

BC.JB^AC. 
Neemt men de toegevoegden van de factoren in het eerste lid 
in omgekeerde volgorde, zoo heeft men 

K{AB).K{BC) = BA.CB = CA , 

of K{AByK{BC) = K{AC) z=l K{BC.AB) ; 

of als u en «| twee willekeurige versoren zjjo , 

Ku.Ku^ = Ku^u, - 
§ 76. Daar Uq en Uq^ versoren zijn, heeft men evenzoo 

KVq.KUq^ = K\Uq^.Uq). 
Vermenigvnldigt men de leden dezer vergel^king met die van 

Tq.Tq,z=:T{q,q), 
dan komt er , daar Tq = TKq en KUq :z=i UKq , 

Eq.Kq^ = Kq^q, Vergelyk § 19. 
§ 77. Als de vlakken van twee qnaternionen niet evenw^'dig 
z^'n, noemt men de qnaternionen diplanair, 

Als de vlakken evenw^'dig zijn, noemt men ze complanair* 
Daarbij beschonwen wij het iamenvallen van vlakken als een 
bijjzonder geval van het eventoijdig zijn. 
Voor het produkt van twee complanaire factoren krygt men een 
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quaternion, die we6r in hetzelfde vlak ligt en wiens hoek gel^k 
is aan de som der hoeken van de twee factoren. 

Hieruit bl^kt, dai het produkt van twee complanaire qualernionen 
commutatief is. 

By de algebrai'sche voorstelling der quaternionen is geblekeUf 
dat een produkt van twee quaternionen alleen dan commutatief 
is, als in de twee quaternionen de coefficienten der vectoren even- 
redig zyn. Zulke quaternionen worden echter, volgens § 529 
voorgesteld door complanaire quotienten. De bovengenoemde 
eigenschap der quaternionen korot dus overeen met de eigenschap 
van § 15. 

§ 78. Gaan wi[j thans na, of de vermenigvuldiging vaii quo- 
tienten van l^jnen diatrihutief is. 

Daartoe beschouwen w^' in de eerste plaata drie quaternionen , 
wier vlakken door een zelfde rechte Ign gaan, en die wi[j coUi- 
neair zullen noemen. Nemen w^' bet produkt {q + q) q^. 

Als a een 1^'n van bepaalde lengte en bepaalde richting is, 
gelegen in de 6nijli[jn der drie vlakken , dan kan men drie 1^'nen 
h^ e en d vinden , z(5o dat men heeft 

b c a 



a a 

Het bovenstaande produkt wordt dan 

fb ^ c\a 3.-I- c a 6 -^c 

a 'd d 






of ,.+-,-_^^.^, 

ih e\a h a c a 

\a a) d^^ a* d a' d* 

toaardoar de distributieve eigemchap der collineaire quaternionen ten 
aanrien van den vermenigmildiger bewezen is. 

Op dezelfde wi[jze heeft men voor collineaire quaternionen 

(S — 9i) S'2 = fi^fe — hh' 
§ 79. Om dezelfde eigenschap ten aanzien van het vermenigvul- 

digtal te bewyzen, nemen wij de toegevoegden van de beide leden 

van (S + qi) q^ = qq^ + q^q^. 

Dus K {{q + Y,) s^j ) = Z (jT^j + q^q^). 

Volgens § 68 en { 76 heeft men hiervoor 

Kq^ K{q + q^) =r Eqq^ + Kq^q^ , 

Kq^ {Kq + Kq{) = Eq^ Kq ^ Kq^ Kq^. 
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Hierin kunnen Kq^ Kq^ en Kq^ drie geheel willekeurige coUi- 
neaire quaternionen z^'n; SchryVen w^j dus 

dan he^t men voor drie willekeurige collineaire quaternimen 

U fes + id = Ms + Mk- 
Geheel op dezelfde wijze bewijst men 

U (fl'a — U) = Mz — Mv 
Daar nu bet distributieve ran de yermenigvuldiging van colli- 
neaire quaternionen aangetoond is , zoowel ten aanzien van den 
vermenigvuldiger als van het vermenigvuldigtal , zoo hebben wij 

(^ + fl'i) tea + iz) — m + iSs + fi'iS'a + fl'i^s- 
Evenzoo voor een grooter aantal quaternionen* 

§ 80. Beschouwen wijj in de ttoeede plaaU drie rechte qaotienten 

Vy V|« r^. Yolgens § 73 kan men een vermenigvuldiging met r^ 

vervangen door een deeling door Rv^. Wi[j hebben dus 

Uit deze vergelijking kan men volgens de redeneering der 
voorgaande § afleiden 

^6 {^9 + ^a) = ^5^d + ^sPa- 
Evenzoo v^ (v^ — rj = Vg^v^ — ©gt;^. 

Daar nu het distributieve van de vermenigvuldiging van reohte 
quotienten aangetoond is, zoowel ten aanzien van den vermenig- 
vuldiger als van het vermenigvuldigtal , zoo hebben wij 

(r + ©i) (rj -f- t>g) = Wg -1- f?t?3 + ^i^^ + ^i^z' 

Evenzoo voor een grooter aantal quaternionen, 

§ 81. Ab van drie quaternionen ^en een acalair is (sie § 53 
aan het einde), kan men deze beschouwen als het quotient van 
twee lynen , die gelegen zijn in de sn^'I^n der vlakken van de 
beide andere quaternionen. 

Men kan drie quaternionen , waarvan ^en een scalair is , dus 
beschouwen als coUineair. 

Evenzoo wanneer twee of drie quaternionen scalairs zijn. 

§ 82. Laat nvi q^ qif q^ en q^ vier willekeurige quaternionen 
zijn. AJen heeft dan 

to -h qi) iq^ + S's) = { ^(? + 9i) + ^(9 + ^i)) (^2 + ^s)- 
Volgens § 71) is 

(? H- ii)i9% + Qz) = % -H it) X (?2 -h ?3) -H Hi + ?i) X (?a -f- q^), 

{^?« + ^s) + ^(^3 -H ^3)) . 
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Volgens dezelfde § is verder 
(^ + 2i) (ft + U) = % + U) %2 + ft) + % 4- fi'i) ^(ft 4- ft) 4- 

-*- ^J? + j'l) %2 + ft) + Hi + qi) ^(ft + ft). 
Yoor de vier gedeeltel^ke produkten van het laatste lid vindt 
men achtereenvolgens 

%4-ft) %2H-ft)= (^^-h ^!7i) (-SZs 4-^8)= ^fi'5ft4- ^^^ft 4- %^a 4- ^i% 
%4-fi'i)^(ft+ft)= (^5^4- ^i) (^ft4- rq^)=: Sqrq^-\' SqVq^^ 8q^ Fq^+ 8q^ Fq^ 
^(q+qi)S(q^'^qs)=(Fq+Fq^)(8q^^ Sq^=z FqSq^^ VqSq^-^Vq^Sq^^Vq.Sq^ 

nqMi)nq%+q^)=[ ^g4- Vq.t ^ft 4- Vqz)= ^g^ft4- ^g^ft4- Vq^ ^ft4- Fy^ Vq^ 

{q 4- fi'i) (ft 4- ft) = S'ft 4- q9z 4- ftft 4- S'lft. 

In de tweede leden van de vier vergelijjkingen heeft men de 
vier produkten , die in een zelfde kolom staan , samengeteld. 

Be laaUte vergelijhing drukt de distributieve eigenachap uU voor 
wiUekeurige quaiemionen, 

§ 83. Gaan wij thans na of de vermenigvnldiging der quo- 
tienten van lijjnen asiociatief is. 

Daarbij valt in het oog, dat de vermenigvnldiging associatief 
is voor wiUekeurige quaternionen , als zij zulks is voor eenheids- 
qnaternionen of versoren. 

Nemen w^ nu in de eersie plaats het b\jzondere geva), dat het 
vlak van den derden quaternion gaat door het deeltal van den 
tweeden factor. Men kan de drie factoren dan voorstellen (zie 
Fig. 8) door de bogen JB, BC en CD. 

Nu is CD.BC.JB = CD. JO = JD. 

Ook is (CD. BC^^AB z=z BD.ABzz: AD , 

dus ook CD.BC.AB = {CD.BC)AB, waarnit blykt, dat 

in dit geval de vermenigvnldiging der quaternionen associatief is. 

Tot dit geval behoort ook het meer bi|jzondere geval , dat de 
middelste factor een scalair is. Dit komt hierop ne^r^ dat in 
Fig. 7 de punten B en C samenvallen. 

§ 84. Om nu de vermenigvnldiging van drie wiUekeurige quater- 
nionen terug te brengen tot het voorgaande , merken w^ op, dat 
men in het algemeen zal hebben voor de drie factoren AB^ BC 
en DE. Het onderscheid hiervan (zie Fig. 9) met het voorafgaande 
b^'zondere geval is , dat hier D niet samenvalt met 0. Er bestaat 
dus onderscheid in de hoeken der middelste factoren. De eene 
hoek is gel^k BD en de andere gelijk BC. 

Merken w^' verder op, dat men elken quaternion kan beschouwen 
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als de 8om van een scalalr en een anderen quaternion, wiens 
hoek een willekeurige grootte t bezit. 

Men heeft n.L als OQiOP de gegeven quaternion en t de 
gegeven hoek is^ zie Fig. 10 » 

OQ_ OB + BQ _OR RQ 
OP"" OF ~ OP'^ OP' 
waarin ORi OP den hoek ( bevat, terw^l RQi OP een scalair ia» 

Na kunnen w^ in DE.BC.AB 

BO beschouwen als de som van een quaternion , wiens hoek BD 
is, en een scalair; of BO=zk.BD + l. 
Yolgens de voorgaande § hebben wi|j 

DE.kBD.JB =Lh{DE,BD.jiB), 
of DE.{kBI).AB) = {DRkBD) AB. 

Ook is DE. LAB = {DE. I )AB 

DE [(kBD 4- /) AB] = {DE[kBD + /)) AB 
of DE.{BC. AB) = {DE.BO) AB. 

Wy hebben dus voor drie willekeurige quatemionen 

OPMEBKma. Het roorgaande bewys is door m^ het eerst mede- 
gedeeld in de Archives Neerlandauea dei Sciences exactes et naiurellei. 

Het is eenvoudiger dan de vroeger gevonden bewijzen van 
Hamilton en Mobius. Het bemst op de distributieve eigenschap, 
even als het bew^s in § 17. Het is eenvoudiger dan laatstge- 
noemd bew\js| daar b^* het bovenstaande een quaternion slechts 
in twee deelen gespiitst wordt en b\j § 17 in vier deelen. 

Hamilton en Mobius hebben bewijjzen geleverd , die onafhan- 
keli[jk zijn van de distribniieve eigenschap; deze z^n echter alle 
min of meer omslachtig, terw^l het bovenstaande bew^'s, door 
een splitsing in slechts twee deelen, zjjn meetkundig karakter 
voldoende behouden heeft. 

In de Archives heb ik even als hier de notatie van Hamilton 
gevolgd, met het eenige onderscheid, dat ik in de Archives voor 
een versor heb geschreven AB, waar Hamilton schrjjft BA. 

§ 85. Daar de vermenigvnldiging van quatemionen associatief 
is voor drie factoren , is zy het ook voor een willekeurig aantah 
Nemen wy b.v. vier quatemionen , dan is 

99iU9z = m {9^9) = (fi'^t) (Ms) = (m) M^^ 
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JProduMiea van trecMe versoren. 

§ 86. Nemen wij in de eerste plaats de tweedemacht van een 
rechten versor OB i OA. Wij hebben daarvoor (zie Fig. 11) 

OB OB _0C OB _0C 
"OA'^d ~ OBOA ~ OA • 
en daar L ^OB = ^ BOC = 90^ is , zoo heeft OC de tegenge- 
stelde richting van 0A\ en daar OA en 0(7 even lang zijn, is 

OB OB _ 

'oA'ak-'^^' 

De tweedemacht van een recMen versor is due aUyd -— 1. 

Deze meetknndige eigenschap koml overeen met de algebraische 
eigenschap in } 26. 

§ 87. Meer aanschouweliljk wordt het bovenstaande nog gemaakt, 
als wi[j met andere woorden zeggen: Ale een recMe lijn in een 
hepaald vlak om een van hare uiieinden twee maal achtereen een 
recMen hoek omdraait, dan is zij na die draaiingen in tegengeetelde 
ricMing geJcomen. 

Hiermede is te gelijk aanschouwelijk gemaakt de eigenschap, 
dat in de theorie der quaternion en — - 1 een onbepaald aantal 
vierkantswortels heeft, 

Daar t, j en k eenheidsvectoren z^n, zoo zijn zij gelijk aan 
rechte versoren. 

Z3 = -1, f — —l, ^=-1. 

duiden due aan » dat wentelingen telkens van twee rechte hoeken om 
t, J en k reapectievelijk een Ujn reehthoekig op die aseen in tegenge* 
stelde richting brengen, 

§ 88. Beschouwen wij nn de vergeligking ij = k. 

Merken wij op, dat men heeft i :=ik :j\ dan kan men in plaats 
der voorgaande vergelijking schrijven 

-.^ = k. 
3 

Deze vergelijking drnkt eenvoudig uit dai^ wanneer men de lijn 
j om i als as in den sin van links naar rechts een rechten hoek laai 
draaiien , dat alsdan j in den stand k komt. 

§ 89. Op dezelfde wijze bezitten 

jk = i en ki z:zj 
volkomen aanschouwel^ke beteekenissen. 
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MBeeHmg dam qmaiermiomem. 

§ 90. Als «, /3 en 7 vectoren zijn, hebben wij reeds in § 71 

vastgesteld -:-=—. 

Om dus het quotient van twee quaternionen te vinden^ moe- 

ten wij han beiden tot deeler geven een gemeenschappelgken 

vector in de snijl^'n Tan de vlakken der twee quaternionen. Het 

quotient is dan een quaternion , die tot teller heeft den teller van 

het deeltal en tot noemer den teller van den deeler. 

pa fi 
Daar men heeft -.-= — , 

zoo IS ook -.iK-,=s-=: -:- 

^ a ct y a ei 

of in woorden : Men deeli een quatemum door een cnderen , ala men 

den reciproken van den laatsten vermenigvuldigt met den eersten, 

Vergelyk § 80. 

§ 91. Bij het quotient v : v^ ran twee even lange rechte lijnen 

is de projectie van v op V| even lang als de projectie van v^ op v. 

Daar verder v en v^ ook even lang zijn, terwijl de projectie op 

V), gedeeld door i^i, en de projectie op v, gedeeld door Vf de 

scalairs zijn van v : V| en V| : v, zoo is ook meetkundig bewezen 

Vergelyk § 87. 

Bij willekeurige rechte lijnen « en |3 heeft men voor de projec- 
tie van at op ^» de lengte van a, maal den cosinus van den 
ingesloten hoek. Deelt men dus die projectie door /3, dan heeft 
men , als $ de ingesloten hoek is , 

a 2n 

Tp 

B TQ ^ n a Q 

Evenzoo S-ziz-:^ Coai. En dus iS—ss A'-.5-. 
n Ta p P a 

Vergelyk § 37. 
§ 92. Laat gegeven zyn twee gelijke quaternionen of quotien- 



ten van lijnen 



V v^ 



Deze geiykheid kan alleen bestaan, als v, v^^ v^ ta v^ alle 
complanair zign en als bovendien de driehoek , die r en v^ tot 
sijden heeft » rechtstreeks gelijkvormig is met dien , welke v^ en v^ 
tot zi||den heeft. 
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Uit een eenfoudige meetkandige beschouwing blijjkt echter, dat 
uit het ]aatste volgt^ dat ook rechtstreeks gelQkvormig is* de 
driehoek, die gevormd wordt door v en t?^. met dieui welke 
gcTormd wordt door v^ en v^. Hiernit volgt weder, dat men heeft 

' ■ ' "■■ • 
Uit - = - volgt dus - = ^. 



9aee91kuHdi§ge beieeMtenis vam de meesi voorMtomemde 

uitdruMMmgem • 

§ 93. Nemen wij (zie Fig. 12) een versor ti=|3:ff. Nu is 
volgens § 59 8u=:0D:0J=z Cos £^ u. 

TFu= lengte 00 1 lengte OA , 
of TFu = lengte BD : lengte OJ, 

of TFu = Sin L «• 

Hiermede is dns de meetkundige beteekenis verklaard van 

Sii en IFu, 

§ 94. Neemt men in plaats van een versor u een willekenrigen 
quaternion q , dan is qizz Iq. Uq; 

en verder als hierboven 8q =:z Tq , Cos l^ q , 
en TFq = Tq . 5iii Z. q* 

Door deeling vindt men TFq i8q^=itg L^q, 

Merken wij op, dat men heeft lUq:=.\^ zoo krijgt men, als 
men in bet voorgaande q vervangt door Uq^ 

SlJq = Co8L q. TFUq^SinLq- 
§ 95. Als : a een quaternion is (zie Fig. 14), dan heeft men 



Yerder is identiek 



a OA OA 

OC ^ ^ ^ . OC B 



00 = 77-;. OA =OA.-r-'^ = ctST' of 
OA OA 

de prcjectie van ^ op oi h gel^k aan aS-. 

ci 

§ 96. Evenzoo hebben w^ in Fig. 14 

OD ^ ^ 

Ook is --.04 = OA of F^.a = OD. 
OA a 

De prqfeeiie van p op een vlak reeJUhoekig op a is gel^k aan F^ ,ot, 

9t 
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§ 97. Is het alleen om de lengte te doen , dan hebben wij 
uit de twee voorgaande formulen onmiddellijk 

Lengte der proj. van (3 op « = r(«.5-J = T».S^, 

\ x/ a 

Lengte der proj. van /3 op een vlak rechthoekig op oi 

§ 98. Laat « en |3 twee vectoren of rechte lijnen zijn , dan 
heeft men Tei^ zn Tot.T^, 

TFapz=iTx.Tp.8inL^, 

a 

TFxfi ^= Inhoud parallelogram , waarvan a en 
|3 twee opeenvolgende zijden g^n» 

TFUap z=z Sin L- ' 

X 

§ 99. Yeronderstellen wi(j , dat x, ^ en 7 drie rechte Ignen 
zgn , die door ^en punt gaan « en die das beschouwd kunnen 
worden als drie ribben van een viervlak , die in een hoekpunt 
samenkomen. 

Yolgens het voorgaande is Tap het dubbele van den driehoek , 
die X en P tot zijden heeft. Verder is UF^y een lijn, die tot lengte 
heeft 1 , en die rechthoekig staat op het vlak der l\jnen P en 7. 
Daaruit volgt, dat 8x UFPy^ de projectie is van de ribbe x op een 
Ign, rechthoekig op het vlak 0» y). De voorgaande waarde is 
du8 00k de loodlijn in het viervlak op het z^'vlak (fi^ 7) neergela- 
ten. Wij vinden nu voor zes maal den inhoud van dat viervlak 
TFpy.8xUFpy z=z 8{x.TFPy.UFpy] =r 8(x.FPy) 
en daar 8(x.8Py) = 0, 
zoo is de voorgaande uitdrukking weer gelijk aan 

8{x (8Py 4- FPy))=8.xfiy 
Deze uitdrukking etelt dui zesmaal den inhoud voor van hei vier- 
vlak f dat X f fi en y tot ribhen heeft. 

§ 100. Uit de ^leetkundige beteekeuis van 8,aPy volgt onmid- 
dellyk, dat men voor drie complanaire quaternionen heeft 

5a|S7 = 0, en omgekeerd. 
Men heeft dus ook 

8xPx=zO, 8x*fi=z:0, enz. 
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FDNGTlM VAN VERANDERLIJKE COMPLEXE GETALLEN. 
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EE3RSTE AFDEELING. 
De stelkandigr* f onetiSD ran standvastig^e complexe g^etallen. 



HOOFDSTUK I. 
Oe getvone cotnpteofe voriwen. 

§1. 

Begrtp van Betai; poBtUeve en negatiere ioeBiandm 

!• leder die eene verzameling van voorwerpen van dezelfde 
soort voor zich ziet, vormt zich aanvankel^k slechts een onbepaald 
begrip van eene hoeveelheid* Van de grootte dezer hoeveelheid 
kan bij zicb eerst dan een juist denkbeeld vormen, wanneer b^ 
baar vergelijkt met eene andere boeveelheid Tan dezelfde soort, 
die daardoor als moat der eerste boeveelbeid wordt aangenomen , 
en daarom als eenheid wordt bescbouwd. 

Dit vergelijken stennt op de eigenscbappen der boeveelbeden : 
I^. dat elke boeveelbeid grooter en kleiner gemaakt, en in ge- 

lijke of ongelijke deelen verdeeld kan worden; en 
2®« dat elk gedeelte eener boeveelbeid wederom eene boeveel- 
beid is en dus ook weder vatbaar is voor vermeerdering , 
vermindering en verdeeling. 
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De uitkomst van de vergelijking van eene hoeveelheid met die 
aangenomen eenheid of maat wordt door het getal aangeduid. 
Het getal is dus de voorstelling van de grootte der hoeveelheid. 

Geeft zulk een getal alleen de uitkomst dier vergelijking te ken- 
nen, zonder daarbg den naam der gebraikte eenheid te vermelden, 
dan draagt het den naam van abstract getal. Heeft men bi|jv. eene 
hoeveelheid guldens en wordt ^^n gulden als maat of eenheid 
aangenomen, en bevindt men, dat die hoeveelheid 25 znlke een- 
heden bevat^ dan is 2S een abstract getal. 

Wordt echter bij een getal de naam der aangenomen eenheid 
vermeld, dan geeft men het den naam van concreet getal. Zoo 
kan men in het vorige voorbeeld zeggen : de hoeveelheid bettaat 
uit 25 gnldens, — 25 guldens is alsdan een concreet getal. 
Alleen in dit laatste geval mag men zeggen, dat de getallen de 
namen z^'n der hoeveelheden. 

2. In deze oorspronkel^ke , absolute beteekenis genomen , vor- 
men de getallen (abstracte en concrete) de bouwstoffen der ge- 
wone rekenkunde. Bij de verdere beschouwingen wordt echter aan 
deze absolute beteekenis nog de zin^ de beteekenis ^ de toestand 
toegevoegd^ waarin de hoeveelheid, die door het getal wordt 
voorgesteld, voorkomt. Zegt men bijv. ^Verteert iemand, die 100 
gulden bezitting heeft , 120 gulden , dan zal h^ , na het zooveel 
mogel^k afdoen dier schuld, nog 20 gulden schuld overhouden/* 
dan geven de woorden bezitting en ichuld hier den zin, den toe- 
stand te kennen, waarin de hoeveelheden 100 gulden en 20 
gulden moeten genomen worden. 

De woorden bezitting en achuld verbinden aan het begrip van 
het getal juist tegenovergestelde toestanden. Hetzelfde is het geval 
met de woorden: mnat en verlies^ ontvangst en uitgaafp inkoop en 
verkoop , bevestiging en onikenning , vooruitgang en ackteruitgang, en 
zoo vele andere meer. Om zulke twee lijnrecht tegenovergestelde 
toestanden aan te duiden maakt men in de wiskunde gebruikvan 
de algemeene benamingen : positief en negatief. Eene der beide 
toestanden, onrerschillig welke, wordt als de /70^'^t^^ aangemerkt, 
en de andere de negatieve genoemd. Dat men zich ter voorstelling 
dezer beide toestanden van de teekens plus (+) en minus ( — ) 
heeft bediend , was een gevolg van de nauwe betrekking , die 
tusschen deze beide betrekkingen en het samentellen en aftrekken 
werd opgemerkt. Daardoor kregen deze teekens echler twee ver- 
schillende functien te vervuUen : het aanw^zen van bewerkingen 
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ea dat van toestanden; en deze omstandigheid heeft reeds dikw^la 
aanleiding gegeren tot Terwarring. 



§ 2. 

Meeikundige woorBieiHng wmn den poHiie^en em 

negaitevem ioeaiand* 

3. Om tot eene algemeene Toorstelling van den positieTen en 
negatieven toestand te geraken, neemt men eene aan weersz^den 
onbepaald verlengd gedachte rechte li|jn Z|X, en op deze een punt 
als punt van uitgang (Fig. 1). Daar de beweging van uit over 
OX juist in tegengestelde richting plaats heeft als die over OX^ , 
liggen de punten op 0X| met beftrekkiog tot juist in tegen- 
gestelden zin als die op OX; zoodat wanneer men de ligging van 
de laatste met betrekking tot als positief bescbouwt, die der 
eerste als negatief moet worden in rekening gebracht. Stelt men 
derbalve de eenbeid, waarmede zekere hoeveelheid vergeleken 
(gemeten) is, voor door bet punt A^ en zet men bet ligntje OA 
aan weerszijden van bet punt op de gegeven lijn uit, dan zal 
bet punt D terugwijzen op eene boeveelheid van vier dier een- 
beden in denzelfden zin genomen als de eenbeid zelve, en bet 
punt i)| op eene boeveelheid, die eveneens uit vier dier eenbeden 
bestaat, maar in den tegenovergestelden , den negatieven zin ge- 
nomen. Stelt b^v. bet punt 2) / 4 bezitting voor , dan wgst 2>| 
/ 4 scbttld aan. Is in H algemeen P^O = OP , dan zuUen even- 
zoo P en P| op boeveelbeden wyzen, die uit evenveel eenbeden 
bestaan , welke ecbter in tegengestelde toestanden voorkomen. 

4. Elk punt op de lijn X^X stelt derbalve eene boeveelheid 
voor; voor de grootte dier boeveelheid is bet voldoende den 
afstand van dat punt tot bet punt van uitgang te kennen. 
Wil men ecbter tevens den toestand kennen, waarin die boeveel- 
heid voorkomt, dan is bet noodzakelijk aan te geven, aan welke 
zijde van bet punt in questie zich bevlndt. Hiertoe dienen de 
teekens + en — . £^* de aangenomen overeenkomst stelt namelijk 
4^^) bet punt D en 4(— >) bet punt 2>| voor, mer beteekenissen 
boven zyn opgegeven. 
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§ 3. 

Bepaiimg wmn eem puni in een virnk* 

5. De hoeveelheden, die in de Getallenleer voorkomen, worden 
alleen in twee toestanden genomen, den positieven en den nega- 
tieven* Yoor de voorstelling van zuik eene hoeveelheid is der- 
halTe eene rechte lign in alle opzichten voldoende. Omgekeerd 
stelt elk pnnt der lijn eene hoeveelheid Toor, die in een 
bepaalden toestand, den positieren of den negatieven, verkeert* 
Hondt men zich das bepaald aan de voorstelling der hoereelheden 
in een dier beide toestanden voorkomende, dan is het eene onge* 
rigmdheid te onderstellen , dat een pnnt bniten die l^n eene hoe* 
veelheid zon kunnen aandniden. Doet men echter afstand van 
deze twee toestanden en dus ook van deze beperkte voorstelling 
der boeveelbeden , dan ligt er niets ongeri|jmds in de bewering, 
dat een punt buiten die l^n X^I, in of bniten het vlak van 
teekening gelegen, eene hoeveelbeid kan aanw^'zen. 

6. Bepaalt men zicb tot dit vlak van teekening » dan is elk 
z^jner punten P voUedig bepaald door z^jn afstand tot het punt 
van uitgang en door de richting van de lijn OP^ die het met 
O vereenigt, Deze richting wordt aangegeven door den hoek , 
dien die verbindingslijn OP met de positieve richting OX maakt, 
en wel door den hoek dien OX zon moeten afleggen, wanneer zi|j 
door draaiing om het punt in den stand OP wilde komen 
(Tig. 2). Die draaiing kan op twee wijjzen geschieden: even als 
die van de w^zers van een nnrwerk en tegengesteld met deze. 
De laatste noemt men de positieve « de eerste de negatieve; zoo 
is L ^OP = + 60^* en L XOP^ = — GO^ Is dus de lengte 
van OP geliijk aan die van OP^ gelijk r, en stelt men de richting 
van de verbindingslijn van een punt met het punt voor door 
achter de lengte dier verbindingslijn een pijltje / te plaatsen en 
daarachter den hoek, dien zy met OX maakt, dan is het punt P 
bepaald door de uitdrukking r/60^ en het punt P| door r/f — 60® 
of r/BCO^, Het punt P, op de lijn OX zou b^' deze schr^'fw^'ze 
worden aangeduid door r/0^ en het punfc P, op de lijjn OX^ 
door r/180^ 

Denkt men zich echter de hoeken door bogen uitgedrukt en 

deze door de stralen gemeten, dan is P^ r/ip, P ff^^ ^a^/^* 
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Pfi ^f~^y A ^/ — o ®^ ^/ "^i ®°^' ^®^ ^^®* hieruit, dat 

wat vroeger als uitsluitend mogelijke, als positieve en negatieve 
toestanden werden aangewezen, nu als bgzondere gevallen voor- 
komen, die door /Q en ^180^ of /ft worden aangeduid. 



§4. 
HtehiiHgs-eoifJjfieieni i direhie en indirekie rtehiing* 

7. De voorgaande bepaling ran een punt in een plat vlak komt 
geheel overeen met die, welke in de hoogere meetkunde gevolgd 
wordt bij de toepassing van pool-coordinaten : bet punt (Fig. 2) 
is de pool , OX de as , r de voerstraal of modulus en de boek 
XOP de amplUudo van bet punt P. Terw^l daarbi(j r alleenaan* 
geeft , op welken afstand bet aangewezen punt van den oorsprong 
is gelegen , geeft de boek XOF niet alleen de ricbting ran 
dien voerstraal aan , maar tevens boe deze in dien stand is ge- 
komen. Voor OPi^z^z Pfizzza^ w^'zen by v. a/o^ af2M^ a/i^^ 
af — 2*, enz., alle bet punt P^ aan, maar daarbij geven zy wel 
degelyk te kennen na boeveel draaiingen der lyn OX bet punt in 
dien stand is gekomen en in welken zin die draaiingen hebben 
plaats gebad. Evenzoo geven a/ — ir, a/Bw^ a/— Bar, enz, 

alle bet punt P,; fl/r* ^/"o"? ^/ T-,enz.betpuntPaan,enz. 

o o o 

8. Voor de ligging van bet punt is bet wel is waar onvcr- 

scbillig boe bet in dien stand is gekomen , dit is ecbter volstrekt 

niet meer bet geval, wanneer de aanwyzer der ricbting, de 

richting^^oefJUsient ^ aan bewerkingen (berleidingen) moet worden 

onderworpcn. Zoo volgt uit de gelykheid 1/180® = 1/— ISO® 

180O 180® 

geenszins 1/——= 1/— # Men moet derbalve wel 

degelyk in aanmerking nemen , boe bet punt in dien stand is 
gekomen : men moet , om bet zoo uit te drukken , letten op bet 
ontstaan , de wording van bet pant , en deze wordt door den 
ricbtings*coefficient aangegeven. 

9. In verreweg de meeste gevallen is deze laatste niet bekend, 
maar moet by uit bepaalde gegevens worden afgeleid , en alsdan 
kan men dikwyls alleen de ligging van bet punt bepalen zonder 
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meer. Is van een punt P^^ gelegen tusschen OZ en OP^ (Fig. 2), 

3 

by Toorbeeld gegeven OP^ = 5 en Tatiff /. XOP^ = — - , dan ia 

L^OP^ gelyk aan — 36052'11',7 of aan 4- 823<>7'48',3 , of 
ook aan » . 360® -|- 323o7 '48',3 voor elke geAeeU waarde van m. 
Zy dus /_ X(?P| = ^ , dan bestaan er oneindig vele waarden van 
(P f zoodanig dat 5^0 het punt Pj voorstolt. Men is derhalve 
nn in het onzekere , na hoevele draaiingen het punt P| in dien 
stand is gekomen , en in welken zin die draaiingen hebben plaats 
gehad. Van al de gevonden waarden voor vermeldt men nn 
slechts eene enkele, en wel meestal die, welke den hoekaangeeft, 
welken OX zon moeten doprloopen om in den stand van OPg te 
komen, indien de draaiing in positieven zin plaats had. Deze 
hoek is steeds kleiner dan 360^ of 2t en zal in het boven&taande 
geval zyn 823^7 '48',3y zoodat men het punt P| aangeeft door 
de uitdrukking 5/S2B^7'4iS%S, Het aldus aannemen van eene 
bepaalde draaiing, dat is het willekeurig vast stellen van eenebe- 
paalde wording van het punt P| , moet dikwyls tot verkeerde uit- 
komsten voeren, zoodra de richtings-coefficient aan herleidingen wordt 
onderworpen. Pit bezwaar kan niet worden opgeheven door de 
invoering van de algemeene uitdrukking 5^(«.360<^+323o7'48%3), 
waarin n elke positieve of negatieve geheele getallenwaarde kan 
hebben, daar de onbepaaldheid van n tot nog grootere moeilyk- 
heden zou voeren en niets verder zou brengen. 

10* Bij de onzekerheid waarin men in zuike gevallen verkeert 
aangaande de grootte en den zin der draaiing, heeft men de 
volgende onderscheiding aangenomen : de hoek = 323^7'48',3» 
die slechts de ligging van het punt P^ ten opzichte van het punt 
van uitgang O aangeeft , wordt de direkte richting , de hoofd" 
richting van 0P| genoemd, terwijl ».360®-|-(^ als hare indirekte^ 
mogelijke , algemeene richting wordt aangemerkt. Direkte richtingen 
worden dus steeds aangegeven door positieve hoeken, die kleiner 
zyn dan 2t of 360®; hoeken, die grooter of gelijk zyn aan 
2t of 360^, worden, even als negatieve hoeken, steeds als indirekte 
richtingen beschouwd. De toerkelijke richting van OP^ met be- 
trekking tot het ontstaan van het punt P^ kan zoowel door eene 
indirekte als door de direkte richting worden aangewezen ; zoo 
kan -J-a zoowel ii^2ar, of aj^ — 43r, enz. als a/O^ en —a zoo- 
wel a/ — ir , of a/Z^ , enz. als u/t voorstellen. 

11. By de herleiding van r/f(7t.d60® 4-0) tot rf^ gaat de 

9 
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indirekte richting over in de direkte ; de ware beteekenis van den 
rich tings-coefficient gaat echter daarbij verloren i 6^ — 240® en 
5/^480° zijn niet volkomen hetzelfde als 6^120®. Daarom moet 
het herleiden van den richtings-coefficient steeds worden nagelaten 
in alle gevallen, waarin niet uitsluitend naar de ligging van een 
punt gevraagd wordt. 



§ 6. 



Complexe en retele geialien / geiifhheid van iwee 

eotnpiexe geialien* 

12. De uitdrukkingen van den vorm r/(P worden complexe 
uitdrukkingen , complexe geialien genoemd. Elk complexe getal 
bestaat derhalve nit twee geheel vefscbillende elementen, waarvan 
bet eerste eene getallenwaarde , het tweede eene richting (een 
toestand) voorstelt. Twee complexe getallen r^0 en a^a kunnen 
slechts dan aan elkander gelijk z^'n , wanneer de beide samen- 
stellende elementen aan elkander gelijk z\jn , dat is: wanneer 
r = a en =i ot is , daar alleen in dit geval r/0 en a/fji 
hetzelfde punt kunnen voorstellen. 

Een complexe getal is nul^ wanneer z^'n modulus nul is; bet 
stelt alsdan het punt van uitgang , den oorsprong , voor. 

13. Complexe getallen, wier richtings-coefficienten /O^ of /^180^ 
zyn , en die dus door -ha en — a kunnen worden voorgesteld , 
noemt men reeele getallen. Eeeele getallen z\jn dus een b^jzonder 
soort van complexe getallen ; toch komen de namen reeele en 
complexe getallen naast elkander voor , waarbij dan aan de reeele 
de boven opgegeven beteekenis wordt toegekend, terwi[jl alsdan 
de overige complexe getallen als eigenl^'ke complexe getallen worden 
aangemerkt. 

AAiTMEBEiNe. Beschouwiugen , die in vele opzichten overeen- 
komen met die, welke in dit Hoofdstuk en het volgende worden 
gevonden, vindt men in: 
W. MatbkAi Versuch einer richtigen Lehre con der Realitdt der 

vorgeblich imaginaren Gr'dssen der Algebra. Prag , 1850. 
H. SoHEFFLEB, Ber SUuationS'kalkuL Verauch einer arUhm^iuchen 

Dantellung der GeomeCrie. Braunschweig, 1861. 
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D. BniBBKS DE Haav , Iel9 over de betrehking tusachen meetkunde 

en geiaUetileert voorkomende in kei nBerigt omtrent hei Gymnor 

num te Devenier** ^ 1852. 
G. C, LoiTWiNBiEB, SMorie complite dee nombree comjplexee. Zalt- 

Bommel, 1872. 

Yooral het werk ran Matsea en dat van Bibbekb db Haak 
bevatten tal yan geschiedkundige aanteekeningen over de ontwik- 
kding van de Theorie der complexe geiallen. 



HOOFDSTUK 11. 



De herleiding der eovHpIeoffe vorwmen. 



^N^^i^>^»^>^^MN#N^^«^»^^»^i^>^*N»%^^ 



5 6. 

Toepnssimg ««» de bewertUngen der rekentmnde op de 

eeempteoee geimUen* 

14. Terw^l de reeele getrJlen slechts twee juist tegengestelde 
(riclitingen) toestanden voorstellen, en dus slechts op punten be- 
trekking hebben , die op eene recbte l^n zijn gelegen , — kan een 
complexe getal elk punt van een plat ylak aanw\jzen; zoodat de 
reeele getallen slecbts als een zeer bigzonder soort van complexe 
getallen mogen worden bescbouwd (§ 5). De bewerkingen met reeele 
getallen kunnen dus niet zonder meer op de meer algemeene 
complexe worden toegepast. Om over bewerkingen met complexe 
getallen te kunnen spreken> moet men vooraf yaststellen, wat men 
door die bewerkingen verstaat ; de definities dier bewerkingen 
moeten ecbter zoodanig z^n, dat z\j ook voor b\jzondere gevallen, 
b^y. yoor reeele getallen, gelden. *) 

In de yolgende J§ zullen w^ deze definities vaststelleuj de vooi- 
naamste met de genoemde bewerkingen in yerband staande eigen- 
scbappen mededeelen, en eindel^k aantoonen, hoe elke stelkunstige 
yerbinding yan complexe getallen tot een enkel complexe getal yan 
den yorm r/^ kan worden herleid. 

*) Zie Cauobt, Ooure ^ Anal. algibr% Paris » 18S1. 
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§ 7. 



De SameHieiUmg. 

16. fForden de complexe getallm afa en 3/(5 door de punien 
P en P^ aangewezen (Fig. 3), dan versiaat men door de som dier pe- 
tallen a /a en h/^ het complexe getal cfy , dot aangewezen wordi 
door een punt P^ , hetwelk evenzoo gelegen is ten opziehie van het 
punt P als het punt P^ ligt ten opzichte van het punt van uitgang 0. 

Trekt men dus PP^ // OP^, dan stelt P^ e/y voor; c is der- 
halve de diagonaal yan het parallelogram , dat a en 3 tot s^den 
heeft; en b^'gevolg is 

a — ^<c<a-h*, . . . . ; . i . (1) 
dat is : de som van twee complexe getallen is weder een complexe 
getal ^ welks modulus grooter is dan het versehil en kleiner dan de 
som der moduli der gegeven getallen. 

Daar P^P^ ook // OP is , heeft het geen invloed op de som 
van twee complexe getallen, in welke volgorde men die getallen 
samenvoegt; derhalve is 

a/a + 6/^ = 6/^ + a/n (2) 

16. Om de som van meer dan twee complexe getallen te 
vinden, neemt men de som van twee dier getallen, voegt b^ die 
som een derde getal, enz. , totdat al de gegeven getallen gebruikt 
zijjn. Het heeft geen invloed op de som dier getallen, in welke 
volgorde z^ worden genomen ; daarb^ zal steeds , wanneer de 
amplitudines verschillen, de modulus der som kleiner z\jn dan de 
som der moduli der samengevoegde getallen; beide eigenschappen 
z^n gemakkelijjk uit het voorgaande af te leiden. 

17. Beschouwen w^ thans een paar b\jzondere gevallen. 

Is vooreerst |3 = « en wordt dus gevraagd naar de som der 
getallen a/« en b/a; dan ligt het punt P^ op het verlengde van 
OP , en wordt y z=z u en c = fl-H3; derhalve is 

a/x-\-b/»=i(a + 6)/et. • ; (3) 

Is echter /3 = ir -f- a( , dan is 0P| het verlengde van PO ; is 
nu 3 < a, dan valt P^ op OP tusschen en P; en heeft men dus 

a/:x + 6/(9r'{-a) = (a — 6)/x; (4) 

is 3> a, dan valt P^ op 0P| of het verlengde van PO, en is 

• ' «/« + 3/ (* + «) = (« — «)/(t + «) (5) 
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Stelt men nu in de beide laatste formulen a^zb , dan gaan i\i 
over in 

a/» + a/(w + a) = ,••«.••. (6) 
of a/(ip + «) = — a/cc, ....,.., (7) 

Is eindel^k a z=zd en |3=:2v-— «, dan valt P, op de as , en 
is OP^ z:z2aCoia; derhalve 

a/M+a/(2w'-^»)sz2aC09»/0; (8) 

£00 is b^y. 

4I/120O ^ a/24X3P — 2a Cos 120«/0 = — a/0 = a/lSQo. . (9) 

Stelt men voorts in de formulen (3) tot (7) « gel^jk of sr , dan 
yerkr\jgt men volgens de gewone schr^fv^ze de bekende formulen 

(+«) + (+*)= + (« + *). 
(—a)-h(—^) = — (« + *). 
(4- a) -4- ( — 6)=z + (a — 6) voor a> 6, 

(-!-«) + ( — 3) = — (3 — a) voor 3> a, 
(+ a) + (— a) = ; enz. 



§ 8. 



De AJMreUMng. 

18. Boor het versehil van twee compUxe geiallen versiaai men 
een derde eomplexe gelal, dot hij het eene der beide getaUen opgeteld, 
het andere oplevert, Z^n even als boven de punten P, Pi en P^ 
(Fig. 8) de voorsteUingen van a/», 6/P en c/y, dan is 
a/x 4- b/fi = e/fy en derhalve P de voorstelling van bet ver- 
sebil a/a der getallen c/y en 3/f(3, die door Pa en P| worden 
voorgesteld. 

Uit de figuur bl^kt, dat men om P te vinden een punt meet 
bepalen, ten opziebte van betwelk P^ evenzoo is gelegen als het 
punt P| ten opziebte van den oorsprong 0, Dit kan gescbieden 
door Pfi door tot in P3 te verlengen , zoodat P^O = OP^ 
wordt , en vervolgens bet punt te zoeken , dat ten opziebte van 
P3 evenzoo ligt als P3 ten opziebte van den oorsprong O, Dit 
laatste is betzelfde ab de som te bepalen van de getallen , die 
door Pg en P, worden voorgesteld, en daar dit voor Pj b/(v + P) 
is, beeft men: 

e/y-^bf^ — cfy^-b/iyr-^P) (10) 
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De aftrekking van twee complexe getalien kan derhalve steeds 
tot eene optelling worden teroggebraclit. 

Ala b^zondere gevallen der Torige fonnule heeft men bjJT. 
(-He) — (+«) = (+c) + (— J) = + (c— «). 
(+ c) — (— J) = (+ c) +(+«)= + (p+ b) , 
(—c) — (-!-«) = (— c) + (— *) = — (« + *), 
(—«) — (—*)=•(— c) + (+*) = + (5 — c), enz. 



§9- 

19. Door het produkt van iwee eomplexe getalien a/a en 5/fi 
versiaat men het complexe getal ab/f{a'^P)^ dot verkregen wordt 
door het produkt der moduli te nemen in de richiing, die aangegeven 
wordt door de som der amplitudinet. Yolgens deze bepaling is 

a/oL,b/(iz=.ah/{a-^^),. ...... (11) 

Neemt men hierin « en /3 gel\jk aan en y , dan verkr^gt 
men de formulen : 

afO.b/Ozzzah/O of -fa.+ 3=+<i5, 
a/fT,h/f9fz=iajb/2w „ —a. — d = H-a3, 
afv^hf^zziabfif „ — a. -I- 3= — ah ^ 
afO.h/yr := ah/fvt „ 4- a.— 3 = — <i5 , enz. 

20. Moet van drie of meer complexe getalien het produkt yan 
het eerste en tweede yermenigvnldigd worden met het derde getal; 
het komende produkt met het vierde getal , enz. , totdat al de 
getalien gebruikt z^n, dan noemt men het laatst yerkregen produkt 
het gedurig produkt dier complexe getalien. Uit deze bepaling 
Tolgt, door herhaalde toepassing yan formule (11), 

a/a.b/fi.c/y.. .»z=iabo... ./(a-^-P-^Tft ^..^.); . . (12) 
daar het tweede lid dezer gel^kheid niet yerandert, wanneer men 
de factoren a/fa, hf^, enz. in eene andere yolgorde neemt, heeft 
men deze eigenschap : Het heeft geen inyloed op het produkt of 
gedurig produkt yan complexe getalien, in welke yolgorde men deze 
getalien neemt. 

Het tweede lid abc. • . . f(pt -|- j3 + y -J-. . , . . ) kan niet nul 
z^n , tenz^ ahc, ... en dus een der fiactoren yan dit rekenkundig 
produkt nul is ; in yerband met § 5 yolgt hieruit de eigenschap : 
Een produkt of gedurig produkt yan complexe getalien kan niet 
nul z^n , ingeyal niet een der complexe factoren nul is. 
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21. Wil men het punt bepalen, dat door het produkt ab/{ot 4- /3) 
wordt aangewezen, ingeval de factoren a/» en h/^ door de pun- 
ten P en P| (Fig. 4) worden voorgeateld, dan kan men aldus te 
werk gaan: Neem op de as OX OP^ gel^k aan de positieve een- 
heid; vereenig P^ met P en maak hoek PjOPg = lioek P^OP , 
en hoek OP^P^ = hoek PP^O \ het punt P^ zal dan het gezochte 
punt zjjn. Immers is hoek XOP^ = a -f- ^ en z\jn de driehoeken 
PfiP^ en P^OP gelykvormig en dus OP^ : OP^ = OP : OP^ of 
liaznb: OP^ , derhalve OP, = a6. Voor het punt P, heeft 
men dus ah/{a + ^). 

22. Eindelijk volgt uit : 

door a = 3 = <? = • • • • • te nemen : 

(af^^.n = naftt , 
dat is : een complexe getal wordt een geheel (absoluut) aantal 
malen genomen door den modulus zooveel malen te nemen en de 
amplitudo onveranderd te laten. 



§ 10. 



23. Door het quotient tan twee getallen verataat men een derde 
getaZy dat met het eene dier twee getallen (den deeler) vermenigvuldigd 
meet worden^ om het andere (het deeltal) op te lever en. Ingevolge 
dezer bepaling volgt uit formule (11) : 

of, wanneer men ah zzic en«-|-p = y stelt , 

^=f/(y_«); ........ (13) 

dat is: het quotient van twee complexe getallen is gelijk aan het 
quotient der moduli^ genomen in de rickting, die wordt aangewezen door 
het verechil der amplitudines. 

Stelt in Fig, 4 P, c/^ en P a/et voor , dan verkrygt men het 

punt P^ , dat het quotient -^(y — a) voorstelt, door evenals boven 

a 

OP^ gelyk aan de positieve eenheid te nemen , P met Pj te 
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vereenigen, en driehoek P^OP^ gelijkvormig te maken met driehoek 
POP^t mits men zorg drage dat OP^ met OP overeenstemt. Men 
heeft namelijk OP : OPj^ =z OP^xOP^oiaic = li OP^ ; derhalve 

0P| =-, en hoek XOP^ = y — «. 

Uit de fonnule (13) volgt nog: 

a/0 ^ ■ --• ~ 

' ttb/0 ,^ +0* . 



4-a 


4-fl3 


— a 


— fl3 


— a 


— fl5 



f^ = 3/0 „ = + 3, 

«/» — " 

— ^=^/5r „ — -= — d,enz. 
a/0 ' -f-a 

24. Uit de boven gegeven bepaling volgt in verband met N®. 22, 

a 

dat is : een bepaald gedeelte yan een cqmplexe getal wordt ver- 
kregen , door dat gedeelte van den modulus te nemen in de rich- 
ting, die door de amplitudo van bet gegeven complexe getal wordt 
aangewezen. In 't algemeen is dus ook 

h ah 

iafet) • - = — Z«. 
^ c c^ 

Daar voorts een produkt of gedurig produkt van twee of meer 

getallen, waaronder minstens e^n complexe getal voorkomt, steeds 

een complexe getal is , kan zicb bet geval nooit voordoen , dat 

een absoluut getal door een complexe getal moet worden gedeeld. 



§ 11- 

Be Maehi99erheffitig en de WorielirekBimg. 

25. Sen gedurig produkt van n factorm^ ieder gel^k aan een 
telfde complexe getal ^ wordt een n« macht van dat complexe getal 
genoemd. Om voor n een gebeel getal de n^ macht van a/» te 
vinden , stelt men in de fonnule (12) 

a/a^b/^.c/y.. ,mZ=.a6c.. ../{» + (B-hy-l-. .. .) 
a=:^=:c = .,.. en «"=l3 = y=:...,, waardoor men verkr^gt 

{a/a)n = an/n»; (14) 
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deze formule is bekend onder den naam van het Theorema van de 
Mbivre, en geldt, zooals w^ straks zullen zien, ook yoor negatieve 
en gebrokene waarden van ». *) 

Yoor gelieele (rekenkundige) waarden van n heeft men als bij- 
Kondere ^evallen 

(a/0)» = fl»/0 of (-H fl)* = -f- a" , 

(a/y)S» =za^/2nv „ (—«)«» = + a*», 

(«/»)«• -^ 1 = a«»-*-l/(2ii -f- l)5r „ (— tf)«»-»-i = — a>«-*-i , enz. 

26. Geeft men yoorts aan negatieve en gebrokene exponenten 
de beteekenis , die er in de gewone stelkunde aan wordt toege- 
kend, dan komt men tot de volgende bescbouwing: 

Is vooreerst n negatief, by v. n =— j?, dan is 

{a/ay = (a/«)-^ = -±1- = i^^ = i/(0 — pa) = 

:=^ a^P/f — pct=a*/na,, • (15) 

zoodat bovengenoemd tbeorema ook voor negatieve waarden van 
n geldt. 

Is ten tweede n een gebroken getal , dan kan dit de eenbeid 
tot teller bebben of ook een wiUekeurig getal. 

Is q een geheel getal en » = - , dan is volgens het voorgaande 

? 
(a/ayg = an/qa, 

Stelt men hierin aliz=za^ en qazzzot^, dan gaat zii over in 



p'/~J =«i/^i. 



waaruit volgt 

1 1 

a,7/f* = (a^>,) ^ (16) 

zoodat ook nu het theorema van toepassing is. 

Is If ^ - , dan verheft men beide leden dezer laatste formule 

(16) tot de /)« macht , waardoor men verkrygt 

P P 
V/-^, = (a^/oi,)? ; (17) 

yoor elke geheele of gebroken waarde van n geldt derhalve de regel : 
de n* nuxcM van een complete gdal wordt gevonden door de n* nuxeht 
van den modulus te nemen in de richting , die door n maal de ampU" 
iudo wordt aangewezen* 

•) MUeellanea analyhea, A». 1780, T. I. 
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27. Door den n^ ntaehis-'woriel uU een complete geial verdaat 
men een ander complete getcU, dai tot de n^ macki verheven , het 
eerste complexe geial opleveri, 

Yolgens formule (16) heeft men derhalye 

^a/» = p^/* •. . (18) 

^ n 

28. XJit de vergelyking van de formulen 



af.a9 


z=:aP-^9 


en 


a/A.bf^ 


= a5/(rtH-P), 


aP :a9 


=.af-i 


n 


afd'.hf^ 


=z-/(a-p). 


i^y 


p 


n 


{afcCf 


:=^£fi/qa, en 


l^aP 


= «' 


» 


^a/cL 





blijkt , dat bij de vermenigvuldiging ^ de deeling^ de machis-verheffing 
en de toorieltrekHng de richiings-coe/ficieuten de regeU volgen , die 
in de getoone algebra voor de exponenten eijn opgegeven. Met de 
moduli handelt men als met de gewone rekenkundige (absolute) 
getallen. 

29. Tusschen de toepassing der worteltrekking op de complexe 
getallen en die der overige drie bewerldngen bestaat ecbter een 
zeer groot yerscbil. Let men alleen op de'ligging der punten , 
dan gelden de formulen 

fld/(«4-P) = a*/[(2i»T4.«)H-(2ii,T + (3)], , .(19) 

?/(« — P) =|/[(2«T4-«)-(2«45r + l3)],. . . (20) 

en aq/qoi z=aiifqH2n'jr'^a), (21) 

voor q een geheel getal, waaruit volgt, dat alsdan bij de toepassing 
van de vermenigvuldiging, de tleeUng en de machts-verbefl&ng (met 
gebeele exponenten) de indirekte ricbtingen dezelfde uitkomst geven 
als de direkte , en dat men derbalve b^ de toepassing dezer be- 
werkingen de indirekte ricbtingen buiten beschouwing mag laten. 
BQ de worteltrekking kunnen daarentegen deze indirekte ricbtingen 
tot gebeel verscbillende uitkomsten leiden ; zoo is , b^jv. 

4/60O = 4/420<> ; 
trekt men nu uit beide leden dezer gemkbeid den tweedemacbts- 
wortel, dan verkrijgt men 2/^30*^ en 2^210*^, welke uittomsten 
ecbter niet meer gel^jk zijn en door verscbillende punten worden 
voorgesteld. Om dit verder duidelijk te doen uitkomen, zullenw\) 
de waarden van x bepalen , die voldoen aan de vergelijkingen 
a?" ± 1 =: 0. Al die waarden van x bebben denzelfden modulus 
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1 ; sg yerBchillen alleen in richtingd-coefficieiit en de volgende 
beschouwingen moeten teyens dienen om de onderscheidene richtings- 
coefficienten te bepalen. 

a. ar« — 1 = 0. 

30. Komt in ir**-^l=Oof« zzz'C^l , 1 voor in absoluten 
(rekenkundigen) zin , dan geldt Mervoor sleclits ^^ne (ook absolute) 
waarde van x en wel x = 1. 

Komt echter 1 voor als complexe getal -+• I, dan kan het staan 
voor 

1/0, l/2jr, l/4jr, l/2/tjr,. , 

waarin k elke gebeele getallenwaarde kan voorstellen. Is nu bekend 
dat 4- 1 staat byy. voor l/45r , dan beeft r = ]?*^1 ook slecbts 

4 

^^nc (maar nu complexe) waarde x = ]?=^(l/4a') = l/-5r. 

n 

Is ecbter niet gegeven welke juiste waarde -{- 1 voorstelt , dan 

voldoen Toor x een oneindig aantal waarden , en wel x = 

1/0,1/—, 1/— , 1/— , 

n n n 

Let men evenwel bierbij alleen op de ligging van bet punt, dat 
door X wordt'voorgesteld, dan wordt 

« , ^ n 

en boudt men derbalve alleen de waarden : 

x=l/0. l/!l. l/A l/illLll'. . . (22) 

over. 

Is nu » even , dan is 

(2«-2*)» _ 2*» 

zoodat men alsdan kan sebr^ven: 



+ 1. i/?i.i/^ i/^-^^ 



n n ' n 



If — of — 1, 1/ — — ,1/ ,...1/ — . 



(23) 



Zoo vindt men voor x in «*— 1 = ofir:z=|?^-f-l, 
_ r ^1, 1/450, 1^900, 1/1360, 

'""1—1, 1/ — 460, 1/— 90*^ en 1/-.1350. 
Is n oneten , dan kan men evenzoo voor (22) scbr\iven 
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-HI, i/j[. i/il l/t=J>., 

^ H n n 

n n n 



. . . (24) 



Voor » = 9 vindt men byy. liit »•• — 1=0 ofr=:|^-i-l, 

[+1, l/40«, 1/80^, 1/120*, 1/160^, 
l/_40o, 1/— .800. 1/— 120* en 1/ — 160o. 

A. jr" + 1 = 0, 

31. I8inar»-f-l = 0of ar=]?^^^^l niet gegeven, welke juiste 
waarde — 1 voorstelt, dan kan — 1 gelyk E\jn aan l/a*, l/33r, 
1/5 JT , . • . • 1/(2^ + 1) <r> • • • • 6n dus 2al men ook een oneindig 
aantal waarden voor x yinden, en wel 



w'^ w'^* ^J'' , ^ (2^+l)y 
ar=:l/-, 1/ — , 1/ — ,....1/ 

M II II II 



y • • • • 



Let men echter ook nu alleen op de ligging van bet punt, dat 
door X wordt voorgesteld, dan is: 

i2ii-M-4-2^)T _ ^ m'^l)x 
n n * 

zoodat men ook nu slechts de volgende n waarden van x overhoudt: 

A = l/-, 1/— , 1/ — .....l/i ^ . . (25) 

M 11 II M 



Toor H evMi kan men hiervoor 8cliri|jyen: 



.3t 



1/i, 1/7. i/^,....i/i!i=l^, 

n n u u 

i/_!r. i/«!^. i;r>!!: i/-(iLzl2i. 



(26) 



Zoo is in are H- 1 = of « = iJ^ — I 

ar = [ l/30^« 1/90O, 1/150O, 

[ 1 /— 300 ^ x/— 900 en 1/— 160^. 
Is echter 11 oneveH, dan wordt ^^ne der waarden van x 

1/^ = 1/t = -1. 



zoodat men in dit geval beeft 

1/'-. lA. 1/-. i> 

-i.i/-!r.i/-?f.i/_!:. 

II II '^ II 



(u—2)w 



l/~ 



(«— 2)t 



.(27) 



Zooi8ina?»-f-l=0of ar = iK— I. 
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l/86«, 1/108O, 



— 1, 1/— 860 en 1/— lOSo.J 



82. OPMiBKDresir : *) P. In de gewone algebra neemt men 4- 1 

steeds in twee richtingen in a? = |/^-f- 1 en wel in de direkte en 
in d^ne indirekte (2iit] ; men neemt + 1 slechts in ^ne richting, 

de direkte , in a? = ^/-j- 1; in a; =: j/' — 1 neemt men — 1 alleen 

in de indirekte richting (2n -J- 1)9? ; terwyl men x = |/— 1 voors- 
hands als eene onmogel^kheid op z\jde stelt. De oorzaak van deze 
willekeurigheid ligt in de meerdere eenyoudigheid der^aldns ver- 
kregen uitkomsten, en in de omstandigheid, dat men slechts reken- 
kundige en positieye en negatieve complexe getallen beschouwt. 
y. De vergelyking ar* ± a = wordt tot a?** ± 1 = terug- 

gebracht door de substitutie van xzzzy^T. 



§ 12. 



Mudere vorm der eomplexe geiaUem* 

38. Bepaalt men de waarden van x, die yoldoen aan de yer- 
geyjking a:«4-l = 0, : . (28) 

dan verkr^gt men yolgens liet voorgaande, 

en , yranneer men alleen op de Ugging van het punt let , 

a: = l/- en x=.\/-^; (80) 

of, daar volgens fonnule (7) 

AT ST 

is, xs^l/-^ en ar=— 1^- • (31) 

Yolgens de gewone bescliouwingen in de algebra moet aan bo« 



*) De eigenschappen van de worieU der ?ergel|jkingeii x* 4- 1 s en 
xn — 1 sO, meerendeeU door Euleb ea Laorahgb medegedeeld, yindt men 
o. •. in SiBBBT, AlgHre SupMemre, I.I, Chap. V; Schnusb, Die TkeorU 
und Amjlikung der hdheren algehr. und der iraneeend. GleieJUtngem, i 140, 
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yenstaande yergel^jking x^ -^ 1 z=: worden voldaan door twee 
waarden van x 

a:=4-J/^^.l en ar=: — j/IIl.l,. . V . (32) 
die eyen als de vorige (31) sleclits in teeken yerscliiUen» zoodat 

men er toe geleid werd om aan + ^-^ 1 . 1 de beteekenis toe te 

9r ^mm^^» «f 3^ 

kennen yan 1/^ en aan — |/— 1.1 die yan —1^- of 1^-5- • 

Men heeft derhalye deze bepaling: 

4- |/— •! en — |/— 1 zifn BlechU ieekena even ofo 4- «i — ; 
en even ale deze laakte aangeven^ dai een punt is gelegen op deae, 

wijzen + ^— 1 en — i/"— • 1 punien aan, die gelegen zijn in de Ujn, 
die in den oorsprong hodtecht op de ae ie getrokken^ en toel zoo, 

dai 4- |X— 1 met /- en — |/— 1 met f-— overeenkomt. ♦) 



Eyenmin als de teekens + en — , geyen de teekens -H|/— 1 

en — |/'— 1 iets aan aangaande de wording yan het punt; 

r . , .. ^** > ^6jr ^ ^ lljr 

4- J/— l.fl staat byy. yoor a/-, of yoor a/ ^ , of voor «/— -s* » 

2 2 2 

enz. en — ^— l.a yoor a/—, of a^ — -, of af--, enz. Heeft 

iS 2 2 

men dus niet alleen de ligging, maar 00k het ontstaan yan het punt 



op het oog , dan kan men van de teekens 4- ^— - 1 en — ^— 1 
geen gebruik maken. 

34. Uit het behandelde in de yoorgaande §$ yolgt nu: 



of (+|/— l.a) ± (-+•»/-- 1.*) = + 1^—1. (a ±6); 

.3» . . ,3t 8» 



«/y±*/-2-=(«±«)/y. 



of (— >/'— 1.«)±(— 1^— 1.«)=— J/— 1('»±*); 



of (+J/'— l.a)— (— 1/—1. *)=-!- |<^—l (« + *); 



*) Gavm, 084(i»fir ftUM* jM»igmt, 18S1, St. M, S. 6U. 
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of (+»/— !.«)(+ k'—i.«)=- a* i 

of (— >/'^^rna)(— k'^^.*)=— fl«j 

«/-. 3/-- = a5/2«r , of (+ 1/— !.«)(— |/'--l.*)=+a3; 

2 2 

fl3/0 : a/^ = */— ^ , of + fl^ : (+ y—i.a) = — |/IIi.3 ; 

2 2 

/<i/|j = a^/2nn , of (-f- |/— l.a)*» = + a*» ; 

(a/D*"" =a**-iX2ii3r— 0. of (+|/^=l.a)*«-i=— |/:=T.ii*»-h 

enz. 

85. Keemt men liet sn^punt van twee elka&r rechthoekig 
snydende lynen XX| en JT| aan tot punt van uitgang (Fig. 6) 
en ^^ne dier lijnen, b^v. XTi als as; dan zollen alle punten, die 
worden aangegeven door 4- « of —a op XX|, en die, welke door 
-I- \/' — l.a en — y/ — • 1 .« worden aangeduid, op TY^ liggen. De 
overige punten van liet vlak kunnen slechts door een complexe 
getal van den vorm rf^ worden aangewezen. Dit getal kan echter 
als de som van twee complexe getallen worden voorgesteld. Laat 
P door r/^ worden aangeduid, en construeert men op OP als 
diagonaal een willekeurig parallelogram OP^PP^, wiens hoekpunten 
Pi en Pj door a /let en 6/lp aangewezen worden, dan is volgens 
§ 7 a/cb-^6/p = r/0, (83) 

Daar alleen de diagonaal OP van genoemd parallelogram gegeven 
is, kunnen twee elementen, b^v. de ricbtingen der zijjden, worden 
vastgesteld ; en om slecbts een b\jzonder geval na te gaan , onder- 
stellen w^ dat deze ricbtingen met die der l\jnen XX| en FF^ 
samenvallen. Is alsdan OP^ =p en OP^ =r q , dan is : 

p/0^q/^=zr/4>, ....... (34) 

of volgens de boven vastgestelde scbrijjfw^ze 

-¥P'hk^^^^^^q = r/0 (36) 

B6, Het is gemakkelijk, de waarden van p en q ie bepalen, zoo« 
danig, dat aan deze vergelyking wordt voldaan; en dus -f- /? +|/'— l,q 
en r/10 betzelfde punt P voorstellen. Uit Kg. 6 bl\)kt nameljjk, 
dat p zzz r Cos en qnzr Sin moet z\jn , zoodat men beeft 

^rCoi<p + i/::^,rSin0z=:r/0 (86) 
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Gewoonlijk schr^ft; men het eerste lid dezer yergel^jldng in den 



yonn r(Co8(P + i/ — l,8in0), waarin dan ook r de modulus en 
de amplitude genoemd wordt. Zoolang men in deze uitdrukking 
laat staan , geeffc zij even als r/f(P het aantal en den zin der 
draaiingen aan, die noodig waren om het punt P in z^n' stand te 
brengen, en is dus die uitdrukking evenveel beteekenend als r/0. 
Stelt men echter voor Cos (p en Sin hunne getallenwaarden in de 
plaats, dan gaat de opgave van het aantal en den zin der draai- 
ingen verloren. Zoo geven 8/60® , 8/ — 300*^ en 8/420*^ alle 



+ 8. J -♦• y — 1.8.J|/3 of 4 (4- 1 -i- K— 1-1^3), waarvoor men 

schr^ft 4t{l + i^^^^3), 

37. Is omgekeerd een punt gegeven door de uitdrukking 

4-jp4-|/'— hq , dan kan men ook de waarden van r en voor 
dat punt bepalen. Immers is (Fig. 6) 



P 

hierin heeft r slechts eene enkele (absolute) waarde ; daarentegen 

heeft vooreerst twee waarden , waarvan de eene kleiner en de 
andere grooter is dan 180**. E&e dezer beide waarden vervalt 
echter, wanneer men naar behooren op de teekens van p em q let. 

q 

Maar dan nog is ook ± 2«.180® -|- = ^00^ 2]7-, zoodat (p 

P 

toch steeds een oneindig aantal waarden verkrijjgt, die slechts in 

het aantal geheele draaiingen en in den zin dier draaiingen ver- 

schillen. (Zie voorts § 4), De overgang van p -J- |/— l^q tot 
r/^ . of , wat volgens het voorgaande op hetzelfde neerkomt, tot 

f {Cos + \/ — 1.5m 0) meet derhalve steeds tot dubbelzinnigheid 

aanleiding geven, doordat de uitdrukking p -^ y/ — \.q niets bepaalt 

aangaande de wording, den toestand van het punt, p-^-y — l.j' 
stelt zoowel het punt r/(2».180O4-^) als het punt tf^ voor. 
38. Uit de voorgaande beschouwingen bl\jkt, dat de ligging van 

een punt in een vlak zoowel door p + j/— Lj^ als door tf^ kan 
worden aangewezen. In de Algebra komt tot hiertoe alleen de 
eerste tweetermige vorm voor. De beteekenis der bewerkingen en 
herleidingen , welke die vorm kan ondergaan, wordt daarb|j door 
definities vastgesteld, welke uit de hiervoor gegevene in §§ 6 en 
v.v. kuimen worden afgeleid. Zoo volgt byv. uit 
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§ 6 , dat ^ 4- ^/'— 1. jr alleen dan gelyk is aan nul , wanneer 
jpi=^=sO is; 

form. (2) : ;? + j/— l.^^ = +. |/— l.fi' 4-;? ; 



§ 5 , dat p + ^ — J.J' slechts gelijk aan /7| 4- ^/— l.j'i kan 
zijn , als p =i?| en g' = g^^ is ; 

form. (11) : {p + l/^^.fi') (i?| + V^.q^ — 

— (pPi — m) + y^—^'{psi + pa) I enz. 

39. Wjj zullen ons hier met verder met deze beschouwingen 
inlaten, en alleen nog in de volgende § aanwigzen, hoe door den 

herhaalden overgang van p -f- ^^ — hq tot r/f^, en omgekeerd, elke 

complexe vorm, hoe ingewikkeld ook, tot den grondvorm /?+J/— I'S' 
kan worden herleid. Vooraf moeten wij echter nog opmerken, dat 
in dezen vorm p en g beide positief of negatief knnnen voorko- 
men. Voor ^nr^tflen q ^=^±^ heeffc men deze vier gevallen : 

4- a 4- J/ — Ld; 4-« — y" — 1-^, — a -^{Z — Lb en — fl — y — l.i 
Xomt de eerste vorm overeen met r/a , dan is de tweede gel^k 
aan r/f(BOO^ — «), de derde aan r/(lBO^ — a) en de vierde aan 
r/(lS09+ tf). De beide eerste getallen stellen dus, even als de beide 
laatste, punten voor, die symmetrisch liggen met betrekking tot de 
as. Twee zoodanige getallen worden toegevoegde complexe getallen 
genoemd. 



§ 13. 



Herieidimg van een* eompieoeen tarm* 

40. De som , bet verscbil , bet produkt en bet quotient van 

twee complexe getallen, elke macbt van en elke macbtswortel uit 

een complexe getal , levert tot uitkomst een complexe getal op ; 

elke complexe vorm, boe ingewikkeld ook, mits slecbts tot biertoe 

bescbouwde complexe getallen bevattende, zal derbalve ook tot een 

enkel complexe getal kunnen worden berleid. 

10 
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Als Toorbeeld van zulk eene herleiding kiezen wy den vorm 

6 — y— 7 — ^(1^2 -f- 15]^— i)8 

Neemt men alleen de direkte ricliting in aanmerking, dan vindt 
men achtereenvolgens : 

21^111 = 2/2^ = 2 (Co« 220 30' + i/^T.^in 22° 30') z= 

= 2 (0,9239 + ^/:rt.0,3827) = 1,8478 H- ^^'^=^1.0,7654; 
a.) —4 + 2i?/'IirT = _ 2,1522 4- i/inf.0,7654 = 



0,7654 



= ^2,1622'* -f.0,7654a/j5oo^ra»^ — i-—— = 2,2842/100^26'; 

~— 2,1522 

— y—h z=z — i/irT.^6' = — k'^^^.2,2360; 



b) 6 — K— 5=6 — |/— 1.2,2360 = 



— 2,2360 



= yW±YfiZ^/Boog Tang = 6,4031/389^34'; 

6 

dus uit a.) en b): 

C.) 1^"(-^ 4 -^ 2i^'3irT) (6— j/^ITs) = 

= 1^(2,2842/160^26 ') (6,4031/339«>84') = 

= 1^(14,6263/500°) = 2,4455/166«40'; 
en d.) 

8 + 1^(— 4 + ^i^"^^!) [^-^yZZl) = 8 4- 2,4456/166<540' = 

= 8 + 2,4455 {Cos U^H^ * -^ y^^l.Sin 166*^40') = 
= 8 -f 2,4455 (— 0,9730 + K^^^.0,2306) = 

= 8 — 2,3796 + K^^^^.0,5639 =z= 5,6204 + |/'^^ni;0,5639 = 

- , ^ 0,5639 ■ 

= K5.6204* + 0,56392/i?oo^ Tang '^, = 5,6486/5043'. 

Voor den teller der breuk, die onder liet wortelteeken staat, 
vindt men dus 



8 4- 1^(_ 4 + 2i?/— 1) (6 — r/— 5) = 5,6486/5043'. 
Verder is : i^2 = 1,2599 ; 

IB^m = 15/1 = 15 {Cos 450 + i/'^^USin 45°) = 

4 



= 15 (0,7071 4- y— 1.0,7071) = 10,6065 -h y— 1.10,6065 ; 
e,) ^T^- 15i^^IT= 1,2599 4- 10,6065 4. 1/^^^1.10,6,065 = 

= 11,8664 4- |/^^rr.l0,6065 = 



10,6065 



= Kll.-8664«4-10,6065«/i?(7O/7ra»y--^- =15,9152/41047M3'; 

11,8664 
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f.) ^(fiyJ-V 15|J^^^;nr-. |5iX(i6,9i52/4.1047'i3'»)8 — 
= ]Kl5,91528/25O4'20'' = 6,2612/25<'4'20» = 
= 5,2612 (Cos 25®4'20'' + y/^^^.Sin 25^4 '20') = 
= 5,2612 (0,9054 + k'^^.0,4238) = 4,7635 + ^/^.2,2297; 
— j/IlT = — y^^.yl = — 1/^:^.2,6467 ; 



dus g.) 6 — I/— 1 — iK(lK2 + 15iJ-"— 1)» = 

= 6 —i/^Ili.2,645 7 —4,7635 — p/^^^.2,2291 = 



= 1,2365 — |/— 1.4,8754 = 



— 4,8754 



=1 ^/'l,236524.4,8754«/,&oo^rfl«^ - ' =6,0297/284^4'. 

1,2865 

Voor den noemer der breuk, die onder het wortelteeken voor- 

komt, heeft men derlialve 

6 — l/^ — l^(iK2 4- l5]4>/ZrT)8 = 6,0297/284014'. 

Boven vond men voor den teller dier breuk 5,6486/5^43'; de 

breuk zelve is dus gelijk aan 

5,6486/5^43' 5,6486^ ^_ ^ ^ , 

7= riT^/- 278^31' = 1,1231/- 278081'; 



5,0297/284014' 5,0297 
de zevende macbtswortel Meruit is 

—..s^i.. Q7Q0Q1' 

h.) 17^(1,1231/— 278031') = 17^1,1231/ ^-— - = 

r:l,0167/-39o47^'=l,0167(^os(-39O47f')+|/^^5'J«-39O47>'))=i 
= 1,0167 (0,7684 — i/^^^n.0,6400) = 0,7812 — ^^^^.0,6507. 
By deze laatste uitkomst moet nu nog 4 -H I/'— 1.3 worden 
gevoegd; dit geeft voor de gezochte waarde van W: 

W = 4 + ^/iri.3 + 0,7812 — 1/^^^.0,^501 = 

= 4,7812 + j/^^IT.2,3493 = 

■ 2 3493 

= K4,78122 4- 2fi^2d^/Booff ^^"^TJoTo^ 6,3272/26O10'. 

Men verkrijgt derhalve; 



^ 6— ^^— 7— ^(1^2 + 15 1?^— 1)« 

— 4,7812 + j/ITi .2,3493 = 5,3272/26Ol0', 
ingeval alleen de direkte richting wordt in aanmerkiog genomen. 
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TWEIEIDE A.FDEEIL.INQ. 

De stelkandigr® fanctiSn vanveranderlijke complexe 

getallen. 



HOOFDSTUK 111. 
De eowHpieace verandertijke grootheden* 



§ u. 

^eranderingen eeuer eotnpiease foerauderlijke* 

41. Uit de Yoorgaande bescliouwingen is gebleken, dat elk 
complexe getal op twee verschillende wijzen door een punt in een 
vlak kan worden voorgesteld, waarvan de eene handelwijze over- 
eenkomt met de wijze van bepaling van een punt door reclithoe- 
kige , en de andere met die door pool-coordinaten. 

Bepalen wij ons b\j de laatste bandelwijze, dan kan elke com- 
plexe uitdrukking gescbreven worden in den vorm 

waarin de lengte van de lijn, die bet punt met den oorsprong 
verbindt, door r, en de ricbting dier lijn door alleen bepaald 
wordt. .Zoowel de lengte als de ricbting dier l\jn kan veranderen. 
Elke verandering wordt ecbter door een nieuw punt aangegeven, 
dat of alleen door de lengte van den voerstraal, of alleen door de 
amplitude, of ook door beide van bet vorige punt verscbilt. Zijn in 
dit laatste geval de veranderingen , die r en <p ondergaan, gebeej 
onafbankelijk van elkander, maar elk op zich zelf doorloopend, en 
overigens aan geene enkele voorwaarde gebonden, dan zullen de op- 
eenvolgende ' punten wel eene onafgebrokene lijn vormen (die in 
byzondere gevallen zelfs in eene recbte lijn kan overgaan), maar 
dan beboeven de veranderingen van r eu geenszins door algebra- 
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ische vergelijldngeii kunnen worden aangegeven of niet over haren 
geheelen loop door dezelfde vergeiykingcn worden uitgedrukt. 

Gbat byv, z doorloopend over van P^.„.r^/a tot P^.^^r^/P , 
dan kan die Terandering o.a. plaats hebben (Mg. 7): 

1^, zoodanig dat het punt P| de rechte lijn P|Pa doorloopt; 

2^. dat bet punt P^ den halven cirkel PiGP^ doorloopt; 

3^. dat bet punt P^ eerst de recbte lijn P^D en dan den balven 
cirkel DFP^ aflegt; 

4^. dat genoemd punt eerst de recbte l\jn P^J, dan den balven 
cirkel /^CB en daama de recbte l^n BP^ doorloopt ; 

5®. dat bet punt P^ acbtereenvolgens de balfe cirkels P^ED en 
DJPPg doorloopt; 
enz. enz. 

Uit dit voorbeeld bl^kt, dat een punt op oneindig vele verscbil- 
lende w\jzen naar een ander punt kan overgaan, en dat derbalve 
bet begin- en bet eindpunt , bier P^ en P^ , niets aangeven aan- 
gaande de reeks der overgangswaarden, d. i. der tusscben gelegen 
punten. 

Is ecbter de wet bekend, volgens welke r en veranderen, dan 
kunnen de tusscben gelegen punten worden aangegeven. Voor een 
paar eenvoudige gevallen zullen wij dit bier laten volgen ter ver- 
duidelijking van bet volgende. 

a. <p z=: aiandvaatig, 

42. Is vooreerst ^ standvastig, bijv. gelijk «, en dus sz:zr/a 
en zij Pi =r r^/et eii P^zur^/oit dan zal bet punt P^ de recbte 
lyn P|p2 (^ig- 8) bescbrijven. Is I de oneindig kleine verandering 
van den voerstraal, dan zullen de acbtereenvolgende waarden van 
z zijjn 

Voor de betrekking, die er bestaat tusscben de verandering van 
z en die van r, vindt men 

* = G,e„s2±i?^^Il^*=rl^« (87) 

at o 

dat is : die hetrekking U gelyk aan de- eenkeidy genomen in de rich- 

ting der lijn^ dm zoo dat zij een hoeh a maakt met de as, 

Aakm. De gewone bepaling van difFerentiaal-quotient 

dx A ^ 

bescbouwen w\j bier en in bet vervolg als ook toepasselijk te z^n 
voor complexe waarden van x. 
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b. r = Mtandvastiy, 

48. Is in de tweede plaats r standvastig, bijv. gel^k a en dus 
z = a/^% en is P| = a/ct en P^ = «^P> clan beschrijft het punt 
Pi den cirkelboog P|Pj (Fig, 9). De achtereenvolgende waarden 
van 9 £\jn nu 

a/et^ a/{ct+i)^ a/^(tf + 2s), <»/V» 

wanneer « de oneindig kleine verandering van ^ voorstelt. De 
voerstraal 0P| beschryft hierbij den cirkelsector P|OPj|. 

Was ^ = 2sr + « 9 dan zou Pg met P^ samenvallen en de voer- 
straal 0P| juist het cirkelvlak OP^ bescbrijven. 

Neemt men voorts |3 r= 2«t 4- as , dan zal het punt P| n-maal 
den cirkelomtrek doorloopen; daarbij beschrijven de voerstralen b\j 
elken overgang van P| over den cirkelomtrek tot P^, dus bij elke 
draaiing, een cirkelvlak, zoodat zij in het geheel n evengroote cir- 
kelvlakken beschryven, die elkaar volkomen bedekken of op elkan- 
der liggen. 

Voor de verhouding, die er nu tusschen de verandering van 
z en die van (^ bestaat, vindt men 

dz ^ ft/i0 + «) — (i^0 
-— = Grens -^-^ — « — ^--. 

en door volgens N^. 18 de aftrekking werkelyk uit te voeren, 

♦ dz ^ ^aSinJ^/. € . x\ 

_=6,en8-^V('? + - + -}, 

derhalve ook: _:::;:a/f -f - J (38) 

*) dat is : die verhouding ii gelijh aan den standvaatigen voerstraal 
a, genomen in de richting loodrecht op die van de lijn, dat is: 

ioodanig dat hij met de as een hoeh uaakt gelijk aan 4^ + -7- 

c. r en veranderlijJe, 
44. Zyn eindelijk r tn beide veranderlijk, dan kunnen deze 



^) Men kaD ook aldus te werk gaan: 

^^ — Grcnj ^^^^ + ~ ^/0 _ 
d0 t 

Cos ((^ + €) — Cos + i [Sin (0 + 1 ) — Sin 0] 



= Grens a,- 



f 
= a (— Sin + i Cos 0) = 



1 

1 



= a \co, {<P + ^) + i Sin {^(p + f^J = fl/^0 + |) . 
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op oneindig vele wijzen veranderen zoo dat toch z doorloopend 
verandert. Ofschoon in dit geval van de achtereenyolgende punten 
niets kan worden bepaald, zal toch steeds de verandering van z 
afhangen van die van r en 4> en wel zoodanig, dat men heeft, 
indien r en onderling onafhankelijk veranderen, 

dz = ^dr^-'^d(^=.drf(^'\'ri(^f\C^'^^. . (39) 

In de meeste gevallen zijn echter de veranderingen van r en <f 
gebonden door eene voorwaarde, die vergunt, dat men de tusschen- 
liggende punten kan bepalen. Zyn bijv. de veranderingen van ren 
^ zoo, dat, tenvijl (^ overgaat in 2^ + 4^, r regelmatig toeneemt 
tot r + 1 en dus bij eene draaiing ^ene lengte-eenbeid grooter 
wordt, dan zal, wanneer Pj^ = r^^ei^ den eersten stand aangeeft en 
P^P^:=r.l is (Mg.lO), bet vlak OP^Q^R^P^O door den voerstraal 
worden bescbreven. Houdt nu de verandering onder dezelfde voor- 
waarde aan, dan zal bij den overgang van Pg = (r^ -f- l)/(2v + a) 
tot Pg = (r| H- 2)^(45r -f- oe) een nieuw vlak OP^Q^R^P^O bescbre- 
ven worden , dat bebalve door de kromme lijn P^Q^B^P^ door de 
voerstralen OP^ eh OP^ begrensd wordt. Elke volgende volkomene 
draaiing geeft aldus een nieuw vlak, dat als bet ware ophetvoor- 
gaande rust. 

Moet bet punt P^z:zr^/a zoodanig in P^nrrj^jBovergaan, dat 
bet de recbte lijn PJ^^ (Fig. 11) bescbrijft, dan zullen de over- 
eenkomstige waarden van r en moeten voldoen aan de vergelyking : 
r Sin (y — C^) rz: a Sin y, waarin OP = a en £. 2CPP^ =: y is genomen. 



HOOFDSTUK IV. 

He funetien van eene compMeace 
veranderlijhe. 



§ 15. 
De voorwaarde dai it eene funeUe is van x, 

45. ledere complexe uitdrukking kan worden gebracbt in den 
vonn p/^f > en dus is zulks ook bet geval met elke functie van 
r/(p; daarbij moet alsdan p eene functie zijn van r , en \p eene over- 
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eenkomstige fanctie yan ^. Want tal p/f^li eene fimctie z\jn van r/l0, 

dan is Iiet een volstrekt vereischte dat in p^^ r en sleohts in de 

verbinding r/l(P voorkomen , wat byv. niet het geval is in uit- 

dmkkingen als r/^20 , r*^— ^ , enz. Zal dus eene uitdrukking 

van den vorm wznp/^ 

eene fanctie zyn van z = r/^ , 

dan moeten p en ^ voldoen aan zekere voorwaarden , die men op 

de volgende w^ze kan opmaken. 

Daar w eene fanctie moet zyn van j, en r en (^ niet van elkander 

« . ito dto iz 

afhangen , is -r- = -r • t* » 

^ ir dz tr 

tw dto <lz 
en omdat (N<>. 42 en 43) , 



i^ = l/*en^=r/g+<f) 



1 2(a? dto ^, 

13 , 18 nu ook — z= T'r^ » 



afr ^;3 



en 






waaruit volgt, :7r = «'T"/«» (^^) 

als de noodzakelijke voorwaarde waaraan w moet voldoen om 
eene fanctie van z te zijn. *) 

46. Om aan te toonen dat de gevonden voorwaarde (40) ook 
voldoende is : — dat is , dat elke fanctie to , die aan die voor- 
waarde voldoet , ook altyd eene fanctie van z moet zijn — zullen 
wti eenvoudig bew\jzen, dat b\j de eliminatie van t tusschen w 
en z ook <J) uit «? verdwynt. Daartoe nemen wy vooreerst de 
totale differentiaal van de oorspronkelijke functie w ; deze is 

en in verband met (39) en (40) 

Nemen wy nu ook de totale differentiaal van vo na de eliminatie 



*} In navolging van Caught {SxereicM d^anah et de phyi. maik. T. IV, 
p. 846), wordt w eene monogene fanctie genoemd, indien zij voldoet aan 
de voorwaarde in (40) nitgedrnkt* 
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van r, dat is, na de substitutie van s/^— -0voor r, en oxider« 
scheiden w^i de gedeeltelijke differentiaal-quotienten van de Torige, 
door ze tusschen haalges te plaatsen , dan hebben w|j 

Met de vorige uitkomst verbonden geeffc dit 
en dus ook, daar d4> en dz onderling onafhankel\jk z|jn, 



( 



i0j ' 



en I 

De eerste vergel^king leert dat w na eliminatie ran r onafhan- 
keiyk is van 4* i en dat dus met de eliminatie ran r ook ver- 
dwijnt; of anders gezegd, dat w van r/f<p, dat is van s, afhangt. 

De tweede vergelyking geeft , daar nu ook f— J = — is , 

dtc iK ^ 

even als boyen. 

Men kan na bet yoorafgaande zeggen : ^Eme funetie w is eene 
fundie van een veranderlyk complexe getal z ;= ff^ , toanneer hare 
veranderingen ioodanig e\jn^ dat voldaan wordi aau de vergelijking 



h 10. 
dndere corn* dter wtarwaarde. fivvolgtrekktmgea. 

47. Men kan aan de boTengeronden Toorvaarde (40) een' 
anderen vorm geven door op te merken, dat 






*" jr<^ {r<|)'"V2 • "y ' er<p' 
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is; daardoor toch gaat e^ over in 
welke Yoorwaarde in de beide yolgende : 



en 

kan worden gesplitst. 



'jl0 Kr ) 



(41) 



du> 



48. Beschouwen w^ thans het differentiaal-quotient ~ voor het 

geyal dat 90 eene fanctie is van z, en dat derhalye aan de verge* 
l^kingen (40) en (41) wordt voldaan. 
Men heeft (§ 15) 

dio ^^ ^r /^ 

di~ ^^"^^ 

dw l(lto ^ /at \ 
derhalveook g=(g4.p^/0/(+-,^) (48) 

dip 
Beide vergelykingen (42) en (43) z^n onafhankelyk van — en 

dy 

dio 
dus ook van dz , zoodat ^r- onafhankelijk is zoowel van de grootte 



als van de richting van de verplaatsiug van het punt z = r/0» 

Hieruit bl^kt, dat Eiemaitk de valgonde bepaling kon stellen: 

„Eene veranderlijke complexe grootheid to loordt getegd eene functie 

ie zijn van eene andere veranderlijke complexe grootheid « , loanneer 

eene verandering van de laatste eene zoodanige verandering der 

eerste tetoeeg hrengt^ dat de toaarde van het differentiaalrquoiient 

dvD 

— onafhankelijk is tan de toaarde van dz zelve*\ *) 

d% 

49. Voorts valt het gemakkelijk aan te toonen dat, wanneer to 



*) BiEMANM, Orundlagen fur eine allgimeine Theorie d^r Functionen einer 
veranderliehen complexen Orotie, Inaujuraldiisertaiion^ OSttingen, 1851, S 2 
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eene funotie is van «, -j- Eulks ook zal ztin. Volgens het yoor- 

dz 

gaande is namel^k 

dw iw ^ , liw ^ /^ . ^^ 



zoodat men heeft 



ir[de)'^^2~i<p\dz/ 



dw 

— voldoet derhalTe aan de voorwaarde (40) en is bygevolg eene 

fanctie van », 

50. Is eindelijk w eene fanctie van z, en z weder eene funotie 
yan ^ = R/fX , dan is ook w eene fanctie van ^ , want volgens 

, , dw ^8 ^dw (1 9 JK 

en dus ook z= 22 -- r^f^r, 

d» Hoc ^« ?^ 2 

waaruitvolgt _=22^/-, 

wat met (40) volkomen overeenstemt en derbalve aangeeft, dat w 
ook eene fanctie is van ^, 



§ 17. 
OrereenMofngi van de woegen vmn w em »• 

dw 
51. De omstandigheid, dat -- onafhankel\)k is van ds^ kan ona 

d9 

eene merkwaardige betrekking leeren kennen tusschen de %areny 

die men verkrijgt, wanneer de weg der veranderlijke gTOotheid in 

liet vlak der s (Y») en de overeenkomstige weg van w in het vlak der 

w(Y„) worden geconstrueerd, Laat men namelyk g twee oneindig 

kleine verplaatsingen ds^ en d§^ in verschillende richtingen onder- 

gaan, en zijn z^ en z^ de verkregen eindpunten (Mg. 12«), en »^ en 

Of J de richtingen dier verplaatsingen ; dan is dz^ == iZ\/ot^ en 
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da^^^ gz^/a^. Z^n verder (Fig. 12*) dw^ en dw^ de overeenkom- 

stige verplaatsingen van w, en P^ en fi^ hare riclitingen , en dus 

dw 
dw^ = ww^/^^ en dv>^ =: ww^/P^i dan moet j- onafhankeligk z^n 

uz 

van de verplaatsing van g en dus is 

^w, dw^ dw^ dz^ 

derhalveook i?!!:,^! ^ ffi^^ 

of ook ^/(Pi - P,) = — /(«, - «2)- 

Deze vergel^jking kan slechts identiek zijn "voor = — - en 

Pi "" Pa = **l "" *f 1^6 oneindig kleine driehoeken gz-^z^ en 

ww^w% hebben dus den hoek b\j <? en ^^ gelJijk» en de zijden om 

dien hoek evenredig; z\j zyn derhaWe gel^kvormig, Daar zulks het 

geval is voor clke drie oneindig dicht by elkander gelegen over- 

eenstemmende punten der vlakken Y» en V«, , zoo zyn de over- 

eenkomstige figuren, die door de waarden van s en w worden 

gevormd, in hunne kleinste deelen gelykvormig , en zuUen twee 

elkander sn\jdende l^jnen in het vlak der w elkander onder denzelf- 

den hoek sn^'den, als de overeenkomstige 1^'nen in het vlak der z.*) 

52. Men denke echter niet, dat deze gel^kvormigheid doorgaat 

voor eindige afstanden, want dit is geenszins het geval. Terw^l 

b\jv. z twee sn^'dende rechte li^jnen doorloopt, kan to sn^dende 

kromme l^jnen dodrloopen, en omgekeerd. Het voorgaande bew^'s 

geldt dan ook alleen voor oneindig kleine afstanden, en dan nog 

dw 
wel uitsluitend voor het geval , dat --- niet nul of oneindig groot 

dz 

wordt, omdat in deze beide gevallen niet tot de geljjkheid der 

beide hoeken mag worden besloten. 

*) Oau88, Jiiron, Ahhandl, von Schuiiaoheb, H. 8,8* 5. 

{Wordt vervolffd.) 



OYER DE WAAR8GHIJRLIJKHEID VAN DE TERSCHIL- 

LENDE MOGELIJKE IHTKOHSTEN EENER VERKIEZING 

WAARBU STEHHERS TAN TWEEERLEI KLEUR ZICH 

BU LOnNG IN AFDEELINGEN TERDEELEN. 

Door D. /. KOBTBWEQ. 



I. 

§ 1. Indien een zeker aantal personen zicli, tot het bewerk- 
stelligen van stemmingen of benoemingen, bij loting in eenigc afdee- 
lingen van onderling gelijke sterkte verdeelt, onder bepaling dat 
vervolgens iedere afdeeling ^^ne stem uitbrengen, of ^^ne benoe- 
ming vemcliten zal ; dan is de uitslag , die verkregen zal worden , 
voor een gedeelte afhankelijk van het toeval. 

Immers indien bijv. van mjftig personen, die zich in w^afdee- 
lingen verdeelen, dertig tot de meerderbeid , twintig tot de min- 
derbeid bebooren, dan zoude het toeval kunnen willen, dat in iedeie 
afdeeling idch zes personen .van de meerderheid tegenover vier van 
de ininderheid bevonden; maar het zoude ook mogel^jk knnnen 
z^n dat in twee afdeelingen uitsluitend leden der meerderheid zit« 
ting namen, terwijl in de drie overige afdeelingen de meerderheid 
door de minderheid werd overstemd. In het eerste geval zouden 
alle benoemingen in den zin der meerderheid uitvallen, terwgl in 
het tweede de minderheid drie^ de meerderheid slechts twee be-, 
noemingen zoude doen. 

Zijn er in het algemeen h stemmers, die zich in k onderling even 
talrijke afdeelingen splitsen , terwyl a stemmen tot de meerderheid, 
h tot de minderheid bebooren; dan zal de waarschynlijkheid van 
eene zoodanige verdeeling , dat in m bureaux de meerderheid , in 
n de minderheid zegeviert, eene functie zijn van a, ^, m en », 
die wij in het vervolg zullen voorstellen door 

p 
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of, als daaruit geen misyerstand ontstaan kan, door 

Het is deze fiinctie, die wi) zullen trachten te bepalen. 

§ 2. In zijne ^Recherches mr la probaBilUS des JugemenU** 
(ed. 1837, pag, 231, J 90) houdt zicli PoissoK met een soortge- 
lijk vraagstuk bezig. H^ bepaalt nam. de waarschijnlijklieid, dat in 
eene enkele afdeeling van a leden , gekozen nit eene yergadering yan 
ka peisonen, a behoorende tot de meerderheid en b tot de minder- 
beid, of de meerderbeid , of de minderbeid zegeyiert. Uit die 
waarscbijnlijkbeid wordt dan op eenyoudige wijze de gemiddelde 
uitslag yan de stemmingen of benoemingen der afdeelingcn afgeleid. 

Laat nam. p de waarscbijnlijkbeid yan eene benoeming in den 
zin der meerderbeid , en ^ die yan eene benoeming in den zin der 
minderbeid yoorstellen [jP 4* S' = 1] « dan zullen bij een zeer groot 
aantal r benoemingen, door dergelijke afdeelingcn verricbt, vol- 
gens de wet der groote getallen, ongeyeer pr in den zin der meer- 
derbeid en qr in den zin der minderbeid moeten uityallen. De 
gemiddelde uitslag der k benoemingen, welke telkens na iedere loting 
worden yerricbt, zal dus moeten zijn pk personen der meerderbeid 
en qk der minderbdd. Zoodra derbalye p oi q berekend z^n, [en 
dit gescbiedt yolgens een eenyoudige formide , die w^ later mede- 
deelen], is deze gemiddelde yerbouding bekend. 

§ 3. Boyendien kunnen deze waarden p en q nog dienen om 
een yraagstuk op te lossen, dat met bet onze eene groote oyereen- 
komst bezit. Terwijl namelijk ons yraagstuk betrekking beeft op 
eene yergadering, die zicb door loting in een zeker aantal afdee- 
lingen splitst , welke daarop ieder eene stem uitbrengen of eene 
benoeming yerricbten; badden wij ook een ander geyal kunnen 
bescbouwen , waarby dezelfde yergadering bij loting uit haar mid- 
den eene enkele afdeeling yan a leden samenstelt, die daarop een 
votum uitbrengt, om zicb onmiddelijk weder te ontbinden; waarop 
bare leden met de oyerigen op nieuw medeloten tot samenstelling 
eener tweede afdeeling, die stemt en zicb daarop ontbindt; waar- 
mede men voortgaat, tot een zeker aantal yotums yerkregen is. 
In deze onderstelling is de waarscbijnlijkbeid P'«.» (waarin nu niet 
meer noodzakel^k m^^nink) op eene eenyoudige wijze afbanke- 
lijk yan p en q\ immers dewyl nu de samenstelling der tweede 
afdeeling gebeel onafbankelijk is yan die der eerste [daar bet 
deelgenootscbap aan de eerste dat aan de tweede niet meer uit- 
sluit] zoo mag men de wetten der samengestelde waarscbijnlijk- 
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heid voor onderling onaf hankelijke gebeurtenissen toepassen ; en uit 
deze wetten volgt dan zonder moeite 

Zoo vindt men bijv. voor p = 0,4 ; q = 0,6 ; w 4- ^ = 5 , 
P's.o = 0,07776 , P'4.1 = 0,2592 , ^3.3 = 0,3456 , 
P'g.s = 0,2304, P'1.4 = 0,0768 , P'o.b = 0,01024. 

Dat nu evenwel Pm.» en P'm.n zeer verschillende grootheden zijn, 
blijkt alleen reeds daaruit , dat in het gekozen voorbeeld Po.b — 
in onderscbeiding van P'o.b — volkomen nul zoude moeten zijn. 
Terwijl in de onderstelling beboorende bij Pm.m ieder lid tot ^^ne 
door bet lot aangewezen afdeeling bebooren moet, zal in de onder- 
stelling beboorende bij P'«.nj een bepaald lid, naar bet toeval wil, 
in meer dan eene , of ook in geen enkele afdeeling zitting kunnen 
verkrijgen; waarvan bet gevolg is, dat in de onderstelling P«.nde 
samenstelling der verschillende afdeelingen wel, in de onderstelling 
P».» daarentegen niet van elkander afbankelijk is. Denken wij 
ons, dat de stemming tusschen de afdeelingen ook in de onderstel- 
ling Pm,% in eene zekere voorafbepaalde volgorde gescbiedt, — 
betgeen natuurlijk op den uitslag geen invloed bebben kan — dan 
zal iedere overwinning der minderbeid in eenige afdeeling bare 
kansen op eene overwinning in de volgende afdeelingen aanzienlijk 
verzwakken, Zoodra — meer in bet algemeen — na afloop van 
een zeker aantal stemmingen kleiner dan k of de meerderbeid, of 
de minderbeid in eene abnormaal gunstige verbouding is, dan 
dan bestaat er, zoo de minderbeid in bet voordeel was, zeker heid, 
en zoo het de meerderbeid is , /looffe waarscMjnlijkheid dat bet 
aantal barer leden in de overblijvende afdeelingen ook abnormaal 
verzwakt zal zyn ; waardoor bet dus ^ p'iori waarscbijnlyk is, dat 
de nog te verricbten stemmingen de strekking znllen bebben de 
abnormale verbouding weg te nemen. Voor abnormale waarden 
van »t en » , die dns ver uit de buurt van pk en qk gelegen 
zijn, zal derbalve Pm,fi kleiner zijn dan Fm,n\ maar dewijl 

2 P«i,«:= 2 PfM.H^^l} 
«=0 n=0 

zoo zal omgekeerd voor normale waarden van /« en ;^ do wAarde 
van P«.„ die van P'm.n moeten overtreffen. 

Dat overigens de bepaling van P^.n vrij wat moeilijker is dan 
die van P'w.m laat zicb gemakkelijk genoeg inzien. In heide gevallen 



160 

kunnen de m afdeelingen , waar de meerderbeid zegeviert, op 

7— verschiilende wiizen ttisschen de overigen verBpreid znn ; in 

«/ If/ 

beide getaUen zal daarbij iedere volgorde even waarschijnl^'k z^n, daar 

een bepaalde uitslag even gemakkelijk in de eene, als in de andere 

afdeeling kan verkregen worden. In - beide gevallm zal men dus 

kunnen volstaan met de waarscbijnligklieid te berekenen, eigen aan 

eene bepaalde volgorde, bijv. aan die, waarb^ de w eerste bureaux 

met de meerderbeid , de n laatste met de minderbeid stemmen. 

Terwyl dan ecbter deze waarscbijnlykbeid by P«.w eenvoudig 

wordt aangewezen door: f^^t 

bestaat zij voox Pm.n ^t het produkt der volgende waarsebqnlijkheden: 

le. dat de eerste afdeeling met de meerderbeid stemt. 

2e. dat de eerste afdeeling met de meerderbeid gestemd bebbende, 

de tweede met de meerderbeid stemt. 
de. dat de twee eerste afdeelingen met de meerderbeid gestemd 

bebbende, de derde met de meerderbeid stemt. 
4^. dat de drie eerste afdeelingen met de meerderbeid gestemd 

bebbende, de vierde met de meerderbeid stemt. 



me. dat de ff» — - 1 eerste afdeelingen met de meerderbeid gestemd 

bebbende, de me met de meerderbeid stemt. 
}»^le. dat de m eerste afdeelingen met de meerderbeid gestemd 

bebbende , de m -(* le tegen de meerderbeid stemt. 
m<4-2e. dat de m eerste afdeelingen met en de eerstvolgende %eii 

de meerderbeid gestemd bebbende, de m + 2^ tegen de 

meerderbeid stemt. 
m ^ de. dat de m eerste afdeelingen met en de twee volgende tegen 

de meerderbeid gestemd bebbende , de m -H 8^ ^9^ ^^ 

meerderbeid stemt. 
m + 4^. dat de m eerste afdeelingen met en de drie volgende tegen 

de meerderbeid gestemd bebbende » de m-i-4e tegen de 

meerderbeid stemt. 



jgi^ne. dat de m eerste afdeelingen met en de n-*-! volgende 
tegen de meerderbeid gestemd bebbende, de laatste tegen 
de meerderbeid stemt. 
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waarvan alleen de eerate bekend ia, en geiyk ia aan jp. De m --« 1 
Tolgende zijn alien kleiner dan j9, daarentegen ia de m + l^ veel 
grooter dan g. 

§ 4t. Nn bepaalt zich FoiasoN niet uitaluitend tot de bereke- 
ning van het gemiddelde aantal afdeelingen, waar de meerderbeid 
en waar de minderheid zegeviert. Nadat bij bijy. voor het geval 
▼an eene verdeeling in 459 afdeelingen van een aantal van 199^665 
kiezers, waaronder eene meerderbeid van 104,830 en eene minder- 
heid van 94,835 , gevonden beeft 

^ = 0,85426..., j = 0,14574..., 
en daarnit beeft afgeleid dat de gemiddelde uitslag z^n zal 
meerderbeid = 0,85426... X 459 = 392 afd. , 
minderbeid = 0,14574... x 459 = 67 afd. ; 
etelt bij zicb de vraag wat de waarscbi^'nlijkbeid is, dat dewerke- 
lijk verkregen uitslag niet meer dan voor een gegeven aantal 
afdeelingen van de gemiddelde verbouding afv7i[jkt. 

Hy kiest b^'v. als grensgevallen 

meerderbeid 392 ± 21 , minderbeid 67 q: 21 ; 
en geeft dan voor de waarscb^'nlijkbeid W ^ dat de werkel\jke ait* 
elag tusseben deze grenzen begrepen is, 

B' = 0,99682. 

Daarby maakt bi|j dan ecbter gebruik van eene formule, die 
geldig is voor bet geval van h gebeurtenissen , die onderling ofh 
qfhanhelijk zijn , en waarbij van twee gegeven voorvallen , die stand- 
vastige waarscbj^jnligkbeden ^ en ^ bezitten (/? 4- ^ = 1) , steeds 
idu van beiden plaats grijpen moot. Deze formule geeft voor dat 
geval de waarscbijnlijkbeid aan, dat bet eene voorval niet meer dan 
pk + r en niet minder dan /?^ — r maal voorkomen zal , m. a. w. 
Foiisoir sommeert binnen de aangegeven grenzen de waarscb^*n- 
lykbeden P'm.iiy en niet, zooals vereisebt werd, de waarscb^nlqk- 
heden Pm.n* 

Nu is bet waar, dat PoissoN slecbts het oog beeft op niet te 
kleine waarden ^, en dat voor zulke waarden, in bet geval dat 
m tn n niet te ver van bet gemiddelde afw^ken ^ de uitdrukkingen 
Pm.m en P'm,n misscbien slecbts weinig van elkander in waarde 
zullen - verscbillen ; maar bet scb^nt ons tocb gewaagd, al zjj bet 
by benadering, i priori de gelgkbeid dezer beide waarseb^nlgk- 
heden aan te nemen. 

Indien de grensgevallen w =/?^ H- r en »i = /?jfc — r eenigzms 

ver uiteengelegen zign, dan zuUen overigens alleen abnormale uit- 

11 
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komsten uUgeBloten worden; en dewgl ?oor deze uitkomsten Pm.« 
de waarsch^nlijkheid Fm.n overtreft, zal omgekeerd de som der 
waarsohynlykheden P».ii, begrepen in R\ kleiner moeten zyn dan 
de som der overeenkomstige waarden van Pm.a* De waarsch^nlijk- 
heid R* ia dus te klein. Hare juiste waarde zal in liet door Pois- 
SON gekozen yoorbeeld nog dichter bij de eenbeid moeten gelegen 
sQn , zoodat de besluiten , die Poissok uit de grootte dezer waar- 
schjjnl^klieid trekt, h fortiori doorgaan. Tevens blijjkt, dat dereken- 
w^ze van Poissok voor de gezoclite waarsch^nl^jkheid een onderste 
grens aangeeft, die, als ze dicbt biQ de eenheid gelegen is, even 
dienstig kan zijn als de jaiste waarde zelve. 

{ 5. Wy zien derhalve , dat Poissok dch , behalve voor bet 
geyal van een zecr groot aantal afdeelingen, bepaald beeft tot de 
berekening Tan de gemiddelde yerbouding tusscben de in den zin 
der meerderbeid en in die der minderbeid stemmende bureaux; 
en niet beproefd beeft tevens de waarscbjgnlijjkbeid van deze gemid- 
delde verbouding, en van de overige van baar afvqjkende verboudin- 
gen, te berekenen. Waar bj^ zulks wel beeft getracbt, nam. by een 
groot aantal afdeelingen , bestaan tegen zqne oplossing gewicbtige 
bedenkingen. Deze leemte aan te vullen, en dus te bepalen, wat de 
maximum-waarde is van Pm.m ^^ op welke w^ze deze waarde voor 
afw\jkende verboudingen afiieemt, is bet doel van ons onderzoek. 
Naar gelang nu de gegevens a, d, m en i», waarvan P^.n eene 
functie is, al of niet groote getallen zi^'n, die bet gebruik van 
benaderingsformulen noodzakel^k maken, splitst zicb dit onderzoek 
van zelve in drie gedeelten , nam. in de volgende. 

A. a en d en dus ook m gh n zjjn Jcleinere getallen. In dat 
geval kan de metbode gevolgd worden, door m\j ontwikkeld in bet 
^Journal dea acluaires frangais" (T. Ill , 1874). 

B. a en 3 zqn grootere^ daarentegen m en n hleinere getallen. 
Dit geval zal tbans bet ooiderwerp van onze onderzoekingen uit- 
maken. In deze eerste verbandeling ontwikkelen w^ P^.n in den 
vorm van een bekende integraal, en leiden daaruit eenige algemeene 
besluiten af. De eenvoudigste onderstelling m + it = 2 is reeds 
volledig bebandeld in bet ^Journal dea aciucdres frangai$J' 

Q» a, 5| m en If zijn groolere getallen. De berekening van 
Pm.1i zal dan van minder belangzyn,daardewaarsdb\jnl\jkbeid zelve 
eener gegeven verbouding in ieder geval zeer klein wordt. Daar* 
entegen zal men In dit geval moeten tracbten te berekenen tu$«scben 
gegeren grenzen /P... dm. 
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n. 

{ 6. Alvorens tot de eigenlijjke behandeling yan ons vraagstuk 
over te gaan, willen wy er de praktisclie beteekenis van uit- 
eenzetten, waarbijj w^ gebruik makea van de uitkomsten in bet 
^Journal dea aetuaires frangais*\ of door Poissou', verkregen, Gebeel 
van zelve spreekt de toepasselijkheid op bet geval van eene ver- 
gadering, die zicb bjjj loting in afdeelingen splitst, om benoemingen 
en stemmingen te verricbten; mits nam. twee vastaaneengesloten 
part^en aanwezig zign, die zieb door geene overwegingen laten 
weerhouden, om eene benoeming in bun eigen zin door tedrijveni 
waar de meerderbeid aan bunne z^de is. Men zoude dan opper- 
vlakkig meenen, dat eene verdeeling in afdeelingen zeer ten voor- 
deele der minderbeid komen moest; want bet is duidelQk, dat, 
indien de leden eener commissie door de gebeele vergadering by 
meerderbeid van stemmen worden benoemd, die meerderbeid bet 
in bare macbt beeft niets dan leden barer part^ te doen kiezen; 
terw^l er daarentegen , indien de verkiezing plaats beeft in de 
afdeelingen , eenige waarscbijjnliljkbeid bestaat, dat in sommige van 
deze de minderbeid meerderbeid zal geworden zign en sonunige 
barer leden zal doen verkiezen. 

Eeeds de uitkomsten van berekeningen op kleine getallen stem- 
mors verricbt, toonen ecbter aan dat dit grootendeels eene illusie 
is, en dat zelfs een vr^j aanzienl^'ke minderbeid slecbts een kleine 
kans beeft om eenigzins beboorlijjk vertegenwoordigd te z^n. BQ 
een zoo klein aantal leden der vergadering als 36 en bQ eene 
minderbeid van 15 leden vonden wijj in bet ^Journal dee acluaire$ 
frangaia" voor de verscbillende mogelyke uitkomsten, na de ver- 
deeling in vier bureaux, 

7 36 » 13 

^^'^ ~ 56 °^^* ' ^'^ ~ 56 °^* • ^'•* ~ 56 ^^' ' 

Hier wordt dus , wel is waar, van de minderbeid waarsobijniyk 
nog een enkel lid gekozen ; maar z\j is reeds zeer merkbaar 
in bet nadeel; immers terwijl bare verhouding tot bet gebeele 

15 2 

aantal stemmers - bedraagt. 't welk eens zoo dicht b|j - al. 

by V4 gelegen is, zoo is tocb de kans op benoeming van slecbts 
e^n barer leden b^'na driemaal grooter dan die op eene benoeming 
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van twee leden ; terw^*l bovendien de kans , dat geen enkel harer 
leden gekozen wordt^ volstrekt niet onbeteekenend klein is« Hoe 
enel Terder b^ afneming van de getalsterkte der minderheid deze 
laatste kans aangroeit , blijkt nit de volgende cijfers , 
minderheid meerderheid P4.0 

17 19 0,00, 

16 20 0,08, 

16 21 .... . 0,12 , 

14 22 0,25, 

13 23 0,41, 

12 24 0,57, 

11 25 0,71, 

10 26 0,80, 

9 27 0,86. 

Indien derhalve de minderheid een vierde bedraagt van het ge- 
heele aantal stammers, dan is de waarschijnlijkheid dat ze niet 
yertegenwoordigd wordt in eene commissie van vier leden, reeds 
meer dan zesmaal grooter dan de waarsch^nHjkheid van eene enkele 
verkiezing van hare klenr, waarop z^ volgens hare getalsterkte 
recht zoude hebben. 

Yeel sterker sprekende ctjfers vertoonen zich b^ grooter aantal 
stemmers. 

§ 7. Van veel belang is de vraag , in hoever onze uitkomsten 
znllen mogen worden toegepast op de verkiezingen , welke dienen 
om eene volksvertegenwoordiging samen te stellen. Ook daarb^ 
zonde eene verkiezing door het kiezerspersoneel van den Staat als 
^^n geheel, op de gewone w^jze, met volstrekte meerderheid van 
stemmen, by goede organisatie der bovendrijvende partij, natuur- 
l\jk slechts leden van ^^ne klenr opleveren; zoodat de verdeeling 
in kiesdistricten hier zeer bepaaldel^k dienen moet, om dok de 
minderheid vertegenwoordigd te zien. Nu leert de ondervinding , 
dat dit doel tot zekere hoogte bereikt wordt; terwyl daarentegen 
uit de oplossing van ons vraagstnk blijken zal, dat de minderheid, 
zoodra ze niet b\jna met de meerderheid gel\jk staat, op geene 
eenigzins behoorl\jke vertegenwoordiging rekenen kan. Die oplossing 
kan dus niet in vollen omvang toepasselijk z^n, en werkelijk is 
het ook gemakkelijk dit i priori in te zien. Onder de bevolking 
van een Staat zijn nam. de part^en volstrekt niet zoo verdeeld, 
als znlks door het toeval geschieden zonde, m. a. w. deoorzaken, 
die bepalen of een of ander individn met de eene of de andere 
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part^ zal medestemmen, e^q niet OTer het geheele r|jk metgel^ke 
kraclit werkzaam ; integendeel, b^ de algemeene Toegen zicli plaat- 
selijke of gewestel^ke oorzaken en verstoren de gel^kvormigheid, 
die anders te verwacliten ware, fiovendien oefent het gevoelender 
meerderheid op het meerendeel der individuen eene grootere aan- 
trekkingskracht uit, dan dat der minderheid; zoodat eene hier of 
daar, al ware het toevalligy gevormde meerderheid zich zoude 
beyestigen en uitbreiden , tot ze in botsing kwam met een cen- 
trum van tegenoverge^elde meerderheid. 

Ook bij eene vergadering, die zich in afdeelingen Terdeelt, is 
eene onderstelling mogelijk, waarb^ de oplossing van ons vraagstnk 
hare toepasselijkheid gehee] verliest, Het U die, waarb^ alle af- 
deelingen niet door loting tot stand gebracht, maar zooveel 
mogelijk nit leden van eenzelfde klenr sameagesteld worden ; in 
welk geval dus de minderheid ongeveer in reden barer getalsterkte 
vertegenwoordigd zal zijn* Tusschen deze onderstelling en die 
van eene samenstelling door loting ligt nn de werkelijke toedracht 
b^ de kenze van volksvertegenwoordigers in het midden* Yoor 
zooyerre het zuiyer gewestel^'ke belangen geldt^ brengen de belang- 
hebbenden yan zelye hnnne stemmen in dezelfde bns b^'een, zoo- 
dat hier de nieawe onderstelling het dichtst bij de waarheid komt* 
Zoodra , derhalve , eene minderheid deuni op getoeateli^ke belangen 
en invloeden, zal gij een goede ham heliben^ in verhouding Mrer getal- 
sterkte vertegenwoordigd te zijn, 

§ 8. Anders is het gelegen met minderheden uit meer alge- 
meene oorzaken ontstaan, en die algemeene belangen op het cog 
hebben. Evenwel ook hier spelen plaatselijke invloeden en de aan- 
trekkiogskracht eener eenmaal bestaande meerderheid een groote 
rol. Men meet echter aannemen, dat met de toenemende bescha* 
ying beide deze factoren in waarde yerliezen; immers oefent de 
algemeene beschaving een gelijkmakenden invloed nit, die plaatse- 
lijke of gewestelijke eigen^iardige opvattingen en gebmiken meer 
en meer doet verdwijnen. Bovendien yoelt zich ieder indiyidn door 
meerder verkeer en dmkker gedachtenwisseling met altijjd nitge- 
breider kring hoe langs zoo meer onafhankelijk yan zijne onmid- 
delijke omgeying, zoodat plaatselijke oorzaken aan kracht op hem 
yerliezen, de algemeene aan kracht winnen. Yoor zooyerre dus de 
algemeene belangen betreft, Tormt de yerdeeling yolgens het toeyal, 
d. w. z. onder den inyloed van oyeral gelijk krachtige oorzaken ^ 
een grensgeval, waarmede de toestand der maatschappy meer en 
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meer OTereenstemt. Bl^'kt het nu, dat in dit grensgeval verhoudin- 
gen tnssolien meerderheid en minderheid in de vertegenwoordiging 
zouden ontstaan, die niemand wensclit; dan yolgt daaruit, dat de 
tegenwoordige wyze van verkiezing meer en meer onbruikbaar zal 
worden^ en dan kan men met zekerheid de toekomstige inyoering 
van een stelsel voorspellen, dat voor een betere vertegenwoordiging 
der minderbeden zorg draagt. Nu laten de reeds van elders bekende 
offers omtrent bet bestaan van zulke ongunstige verboudingen in 
bet grensgeval geen twijjfel over. 

Zoo berekende Poisson de gemiddelde verbouding der part^en 
in eene vertegenwoordiging van 459 leden, gekozen in kiesdistric- 
ten ieder met 435, dus alien te zamen met 199,665 kiezers, waar- 
onder cene meerderbeid van 104,830, dus van 62,5 Vo ^^ ®®^® 
minderbeid van 94,835 , dus van 47,5 %. H^ vond voor die ge- 
middelde samenstelling 892 afgevaardigden der meerderbeid, tegen 
67 leden der minderbeid; terwijl de samenstelling van 241 tegen 
218 in overeenstemming met de getalsterkte der partijen zoude zijn. 

Zoo vonden wi|j in bet ^Journal dea actuaires franqa%ft\ dat by 
eene splitsing van 20,000 kiezers, (meerderbeid 10300, minderbeid 
9700) in twee afdeelingen , de kans van de keuze van een verte- 
genwoordiger der minderbeid bij ruwe benadering slecbts 0,00003... 
bedroeg; en toen wij daarop naar eene verbouding tusscben meer- 
derbeid en minderbeid zocbten, waarbij deze waarscbijnlijkbeid 
juist 0,5 zoude z^n, vonden wij dat daartoe eene meerderbeid 
van slecbts 50,24%, nam. van 10048 leden tegenover eene min- 
derbeid van 49,76% of van 9952 leden zoude moeten staan. 

Zoo w^st er Poibson op, dat b^* een totaal van 200,000 kiezers 
eene minderbeid van 90,000 slecbts enkele vertegenwoordigers 
zoude verkrygen ; terwijl eene minderbeid van 85,000 slecbts een 
geringe kans zoude bebben, door een enkel lid vertegenwoordigd 
te zijjn. 

Zoo leert eindelijk i priori de wet der groote getallen, dat b\j 
een zeer groot aantal stemmers en een klein getal afdeelingen de 
verbouding van meerderbeid en minderbeid in de verscbillende 
afdeelingen ongeveer gelijk moet zijn , zoodat de meerderbeid in 
alien zegevieren zal, zoodra ze de minderbeid eenigzins belang- 
ri|jk overtreft. 

Bedenken wijj nu, dat de aangebaalde voorbeelden slecbts op bet 
grensgeval betrekking bebben; maar dat de werkelijke toedracbt 
van zaken b^* verkiezingen bet midden bondt tusscben dit grens- 
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geval en dat, waarbjj eene vertegenwoordiging ereniedig met de getal- 
sterkte verkregen werd, dan kunnen wQ onze beschouwingen als 
volgt samenvatten : 

Eene minderheid^ foelke algemeene behngm beoogt en hoar reeii van 
bettaan aan algemeene oorgaken ontleent , zal niet in reden harer ge- 
takierkie vertegenwoordigd zijn^ Dat ze in het geheel veriegenwoordigd 
ii, zal ze^ tenz^j ze byna geheel met de meerderheid gelyk mocU 
9iaan^ bijna uiisluitend danhen aan geweaUlijke invloeden^ die de 
algemeene oorzaken in het eene gewesi verzwdkhen^ in het andere 
verderhen. Hare geiaUterhie in de volkwertegentooordiging is veel meet 
van de wijze van verdeeling over het landf die een gevolg i$ van zulke 
geweetelljke invloeden^ dan van de talrijkheid harer aanhangere qf* 
ha$ikeli^h Deze voor de minderheid zoo ongumtige verhoudingen zuUen 
in de toekomat nog ongunstiger foorden, 

§ 9. Gaan wy thans na wat gebeort, indien de yerbouding der 
partyen buiten de yergadering eene yerandering ondergaat. Ook 
dan is de toedraebt in bet grensgeyal yan eene yerdeeling yolgent 
bet toeyal gebeel anders, dan by eene yertegenwoordiging der par- 
tgen in yerbouding bunner getalsterkte. Nemen w^ een oogenblik 
aan , dat aanyankelijk de minderbeid in aantal zoo weinig met de 
meerderbeid yerscbilt, dat zij een niet onaanzienlijk getal yertegen- 
woordigers bezit, dan zal eene kleine yerzwakking dit aantal b^jna 
tot nul reduceeren; terwijl een kleine yersterking baar tot meer- 
derbeid zal maken en b^na bet gebeele aantal zetels in beslag zal 
doen nemen. Zoo yindt Poisson dat yoor 200,000 kiezers eene 
yerandering yan opinie yan 3/20 eene gebeele Kamer yan 469 
leden yan kleur zal doen yeranderen, zoodat geen enkel lid der min- 
derbeid zitting yerkrijgt. Ook daarbij ligt de ware toedraebt b^ 
de keuze eener yertegenwoordiging tasscben dit geyal en dat yan 
een' eyenredige yertegenwoordiging. W^ mogen dus bet yolgende 
besluit trekken: 

De aamemtelling der vertfif/entcoordtt/mg ky zoolang de minderheid 
daarin nog in het geheel zitting veikr^gt, blj het thans gevolgde kies^ 
steUel meer veranderlijk dan de publieke opinie , zoodat men uii een 
groote verandering in de verhouding der partijen in zulk eene vergor 
dering nog slechts tot een kleinere verandering in die verhouding in 
het land bealuiten mag. Deze veranderlijkheid zal ie grooter zijn, naar* 
mate de kiezere zich meer door algemeene en minder door geweatelijke 
invloeden laten leiden, 

De yerbouding der partijen in de yertegenwoordiging gel^ktdus 
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op eene meer of minder gevoelige balans, waar een klein oyerwiclit 
aan de eene of andere z^de een groote doorslag geeft* Yerzwak* 
king of versterking van plaatselijke invloeden komt overeen met 
vermeerdering of vermindering der gevoeliglieid. Mochten die plaat* 
selijke inyloeden grootendeels verdwijnen, dan zoude een toestand 
van bijna labiel evenwicht ontsiaan* Het thans gevolgde kiesstelsel 
ware daannede volslagen onbroikbaar geworden. 



m. 



\ 10. Alvorens thans tot de matbematiscbe bebandeling van ens 
vraagstuk over te gaan, is het wenschelijk [ten einde eene gemak- 
kelyke nomenclatuur te verkrijgen] omtrent den aard en de 
inrichting der stemmingen zeer bepaalde onderstellingen in te voeren, 
*tgeen dan echter niet beletten zal de verkregen uitkomsten met 
de noodige wijzigingen ook op andere onderstellingen uit te strek- 
ken, Wij nemen daarom aan , dat eene vergadering van ki leden 
met eene meerderheid a en eene minderheid 6 (a + b=z ks) zal 
stemmen over een voorstel, waar de meerderheid voor , de minder- 
held teffen is en dat zij zich daartoe bij loting verdeelt in k secties, 
ieder dus van a leden. Yoorts bepalen wij , dat de leden achter- 
eenvolgens tot het uitbrengen van hnnne stem zollen worden opge- 
roepen, volgens eene lijst, waarop eerst de leden van deeersteseo- 
tie, dan die van de tweede, enz. genoteerd zijn. 

Op die wyze verkrijgt iedere stem een volgnummer, de a eerste 
volgnummers vormen de eerste sectie, de s volgende de tweede, 
enz.; en daar nu [zooals van zelf spreekt] iedere stem voor 
of teffen op ieder der volgnommers evenveel kans heeft, zoo zullen 
al de verschillende rangschikkingen , die mogelijk zijn tusschen de 
a stemmen vddr en de b stemmen te^en^ gelijke waarschijnl^jkheid 
bezitten. Wij kunnen dus deze rangschikkingen als gevallen van 
gelijke kans beschouwen; en het komt er dan nog slechts op aan 
te berekenen: l^ hun geheel aantal, 2^. het aantal gunstig aan de 
onderstelling Pn.ni immers volgens de bepaling zelve der mathe- 
matische waarsch^'nlijkheid is Fm,n gelijk aan het quotient dezer 
beide grootheden, 

} II. Wat nu betreft het geheele aantal der verschillende 
rangschikkingen mogelijk tusschen de a stemmen voor ^ en de 6 
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stemmen tegen^ dit ia natuurlljk gelijk aan hefc aantal Terschikkin- 
gen tusschen ks elementen, waaronder a en 5 gelijken. Het bedraagt 

derbalve J^ (2) 

Moeilijker is de bepaling van het aantal ganstige ge?aUen» 
Ten einde daartoe te geraken, znllen w^ uitgaan van eene enkele 
gunstige raogschikking , om daaruit door yerschikking de oveiige 
ganstige gevallen te verkrijjgen. Wij kiezen overlgens die eerste 
rangscbikking zoodanig, dat in de m eerste secties de ooorstemmers 
en in de n laatste de ^^«;istemnLers in de meerderheid z^n. Laat 
dan t?|, V2».«.«» 9fl|.x>^»> ^iJ^'a* r'^.,.., t'n^x^ ^nt 
respectievelijk bet bal?e Terscbil tusscben meerderheid en minder- 
heid in de verschillende secties Toorstellen, zoodat Vp in het 
algemeen dit halve Fcrschil in eene vSdr- en v'q in eene iegen" 
stemmende sectie aanwijst, dan zal het aantal vtfic^rstenimers in 
de yerscbillende secties bedragen 

en bet aantal ^^^enstemmers 
waarbg 

of, ab w^ invoeren bet halve verschil 

F=i(a~d) . • (8) 

tusscben de totale meerderheid en de totale minderbeid, 

'2 * tt« + v,) + '2 " a« — 9'p) = \ki -H ^, 

'2*U«~r^)-h 2""{i«H-r'p) = 4^— F; 

welk beide betrekkingen na herleiding overgaan in 

2r^— 2t;'p= r. (4) 

§ 12. Bescbouwen w^ nu van die eerste ganstige rangscbikking 
de eerste sectie. Deze bestaat uit \a 4- V| voqT' en \ii — P| tegen- 
stemmers , die dus op 
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s!^ 

venohillende w^zen geschikt kimnen worden, waardoor even zoo- 
Tele gUDstige rangschikkingen ontstaan, voor welke alien v^ [en 
natnnrlijjk ook de geligksoortige grootheden voor de overige sectiesy 
in welke niets reranderd is] dezelfde waarde bezit, en die das 
alien als gonstig moeten worden beschouwd, 

Evenzoo z^n er tnssclien de i^ + t'i ^^oar* en i^-— 9| tei^- 
stenuners van de tweede sectie 



yerschillende rangschikkingen mogelQk, die ieder met eene wille- 
keurige rangsoliikking der eerste sectie kunnen gecombineerd wor- 
den; zoodat beide sectien te zamen thans reeds aanleiding geven tot 

▼erschillende gonstige gevallen. 

Graat men nu voort met ook in de volgende secties de stemmen 
zoo dikw^ls mogel^k te yerscMkken, dan ontstaan bij onyeranderde 
waarden van 9|, r^, 9f.v«> t^'i> v'g^...v\ reeds 
8/ 8/ bI 



Terschillende gnnstige geyallen. Duidel^'k is bet ecbter, datboven- 
dien die grootbeden V|....o«, o'|. • ..Om versobillende waarden 
knnnen aannemen. Zoodra in eenige rangsobikking yoldaan is aan 
de yoorwaarde (4), en zoodra bovendien 

^i^i^ t>a, ....»», r'|.....,,©'« <i«, . . . • (6) 

zal deze rangsobikking bebooren tot de mogel^ke en tot de gnn- 
stige geyallen. Men zal das de nitdrukking (5) moeten sommeeren 
yoor alle waarden 0| .... v^ , v'l ... r'n , die yoldoen aan (4) en (6). 
$ 18. Denkt men zicb deze sommatie oitgeyoerd, dan is.daar- 
mede geyonden bet totaal der gnnstige geyallen, die de eigenscbap 
bebben^ dat de m eersie secties voorstemmen. Om daamit bet ge» 
beele aantal gnnstige rangscbikkingen af te leiden, bemerken w^, 
dat men de m yddr- en de n tegenstemmende secties, door ze in 
bun geheel met elkander te verwisselen, op 

-fy m 

ml nl 
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versohillende wyzeu rangschikken kanj zoodat iedcr gunstig geval, 
waarbij de m eerite secties Toorstemmen, door zulk eene verplaat- 
sing en bloc ran geheele secties tot 

k/ 
ml nl 
verscbillende gunstige gevallen aanleiding geeft. De zoo even be- 
sprokeu som der uitdrukking (5) zal dus met dit getal nog ver« 
menigvuldigd worden » en bet gebeele aantal gunstige gevallen zal 
men kunnen voorstellcn door 

waaruit Tolgt, in ?erband met (2), 

_alhl k! «/ «/ 

waarbij de sommatie moet worden uitgestrekt oyer idle waarden 
0|.«..v„, i?'i....»',, die voldoen aan de beide Yoor waarden 

M n 

2»j, — 2r' =:r, (4) 

1 1 

0<9|, r2,«.«»«v,||y r|.*t«y v'f, V i^ ; t • • • • (6) 
terwyl 

V=^\{a^b) (3) 



MM 



IV. 



{ 14. De uitdmkking (A), waaronder wijj thans de waarscbijnlijk- 

beid Pm,% bebben voorgesteld, berat vele produkten van binomi- 

hi 
aalcoefficienten , die alien » uitgezonderd --; — -^ volgens onderstel- 

ling groote getallen bevatten. Wij znllen dus moeten omzien naar 
formulesy die voor zulke binomiaalcoefficienten eene benaderde 
waarde aangeven. 

In de eerste plaats kunnen w\j daartoe gebruik maken van de 
bekende formule 
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waarin B|, B,, B^ de Bernouilliaansche getallen -, — -, — , 

voorstellen. Men vindt dan voor een gegeven binomiaalcoefficient 

1 / y y^ I'^yy ^ i^y 8.4\y8 «8 ^%Yi\^r. «'""iSV(i6) 

en men zal das» indien a en ^ geen al te kleiue getallen sijn, 
met groote benadering mogen stellen 

Ten einde deze formule nog rerder te herleiden, Toeren wy in 

« = «— P, 
coodat a = '|(}r 4- e) , 

p = i(y~«); 



\/2ify\ y' ^ yf 



Nu is ecbter 



KO+;r"'*'*"(i-;r"'"*") = 

of, als wij de uitdrukkingen nl4--] en /|1 — -1 iu reeksen 



/• • « • 



ontwikkelen , 

= + i^(y + l) — l-5 + i -i(y+l) — etc. 

jroor welke reeks, indien wij de eerste en tweede, derde en vierde 
term , enz, bijeenvoegen , geschreven kan worden 

waaruit volgt 
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coodat men , lettende op de beteekenis ran < , ten sbtte vindt 

De in deze uitdrakking voorkomende reeks is voor waarden 
(g — 13^ die klein z\)n ten opzLclite van y^ zeer sterk oon?ergent. 
Voor binomiaalcoefficienten , waarin « en /3 weinig van elkander 
Terscbillen , dat is Toor zoogenaamde middeleoefficienten , zal das 
reeds de eerste term alleen een redelijk juiste benadering knnnen 
opleveren. Men zal dus mogen stellen , indien y niet te klelD , 

en zeer klein is , 

JW=i^' '" •• • — ^^'^ 

De betrekkelljke font bedraagt overigens 

-r?f -fi --Vm-*-^ - -1^-f • • • • 

j^^^^l.2,y« V. yJ S.^.y' \ y) S.O.ys ^ 

of by benadering j^^^ + -3:iyr • • (") 

$ 15. Het zal nn de yraag zijn, in hoeverre deze benaderings- 
formnle (13) op de binomiaalcoefficienten , voorkomende in de 

uitdrukking (A) , zal mogen worden toegepast ; waarbij w^ echter 

k! 
onmiddeliijk de coefficient , die wij onveranderd behonden 

willen, van het onderzoek nitsluiten kunnen. 

Yooraf merken wg op dat, zooals bekend is, voor groote 
waarden van y, de som der uiterste binomiaalcoefficienten, b^* welke 

at— gelegen is bniten de beide grenzen 4-4^^y en — 4|/'|y, 
zeer klein is vergeleken met de som der middelste coefficienten, 
waarbij «— -^ binnen deze grenzen gelegen is. Heeft men dns 
te doen met eene som, die beide soorten van coeffioienten alster- 
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men berat, en wel zoo, dat hun aantal eenigzins in dezelfde Ter- 
bonding staat, als znlks b\j de som van a^ binomiaalcoefficienten 
van diezelfde macht het geval is, dan zal men de uiterste coeffi- 
eienten tegen de middelcoefficienten verwaarloozen mogen; of 
althans de meerdere of mindere naauwkeuriglieid , waarmede de 
eerste bepaald worden, zal minder ter zake afdoen. Dezelfde op- 
merking bl^ft geldig voor de produkten twee aan twee, drie aan 
drie, enz. van de binomiaalcoefficienten eener zelfde macht. Ook 
dan zal men in den regel in eene som, die produkten van nitslni* 
tend middelcoefficienten bevat, de overige produkten, die beide 
soorten bevatten, verwaarloozen bmnen^ en wel des te beter 
naar gelang y grooter is. 
Nu bedraagt voor znlke middelcoefficienten, waarin 

is, de betrekkemke font van de formnle(13), bl^ken8(14),^)0^<^g»M 

1| 
ongeveer — ; 

terwijjl ze voor de meesten dezer coefficienten veel minder bedraagt, 
en voor de grootste van alien, d* i* voor ^=|3, volkomen nul 
is* Voor werkelgk groote waarden van 7, en overal, waar het meer 
om theoretisch inzicht dan om naauwkeurige bec^'fering tot meer* 
dere decimalen te doen is, zal men dus voor znlke sommen de 
benaderingsformnle kunnen toepassen. 

Wat by V* de formnle (A) betreft , zal men twee getallen moeten 
onderscheiden, naar gelang F al of niet (in vergelyking met 
kt) eeue kleine waarde bezit. In het eerste geval wordt aan 
de voorwaarde (4) o. a. voldaan door waarden van 9|, r^, ^3,.... 
^m9 ^'f> v's)*** t?'^, die klein z^n ten opzichte van <; en hoewel 
nu bovendien grootere waarden voldoen, en deze met uiterste 
binomiaalcoefficienten overeenstemmen, zoo zal dit, bligkens hetgeen 
werd opgemerkt, aan de naauwkeurigheid geene groote schade 
doen* In het tweede geval, voor grootere waarden van F 
[altyd in vergel^king met ka] zal de formule zeer zeker incorrect 
z^n ; maar voor zulke waarden is reeds it priori bekend , dat de 
waarsch^nl^jkheid P^.o bigna /&, en de overige waarsch^nlijkheden 
b^na nul zullen bedragen; zooals ten overvloede later nogmaals 
bliljken zaL Dit neemt niet weg, dat de kleine waarsch^jnl^kheden 
dan slechts met eene groote betrekkelyke foul zullen gevonden 
kunnen worden* 



175 

De benaderingrformule (13) eai derhalve geer druikbaar g^t 
hehalve voor kleine toaarachijnlykkedm Pm.u \t ^oor een klein gekil 
siemmerSf h/ ook wanneer men groote naauwkeurigheid verlangi. 

Overigens willen wg niet beweren » deze stelling met het boren- 
staande anders dan zeer waarsch^jnl^jk te bebben gemaakt. Ben 
volkomen streng bewijs zal wel niet geleverd kunnen worden , dan 
door de correctie zelve in de berekening op te nemen ; waarvan 
wg Yoorloopig afzien. 

f 16. Door toepassing van de benaderingsformnle (18) ?indt men 

e «,•••• (15) 



(i«+«>y{4»— «>y K2« 



a! h! 1 _ i/2ifk8 



gra 



« ** ; • . (10) 



{\ki+r)!{\k,-v)i 

en door substitntie van deze uitdmkkingen in de formule (A), 

waarb^ de sommatie moet worden nitgestrekt oyer alle waarden 
van 9|....Vm, v\....v\^ die yoldoen aan de betrekkingen (4) 
en (6). 

0?erigen8 verliest deze formnle hare geldigheid voor kleine ge* 
talien stemmers, en nadert eerst door een oneindig aantal stem- 
mers tot eene yolkomene naanwkeurigbeid* 

{ 17. Hoewel de nitdrukking (B) straks nog yerder zal worden 
herleidi willen w\j ze bier toepassen op een paar eenyondige ge- 
Tallen , en wel in de eerste plaats op de berekening yaq Ps.o en Pi.i. 

Baarb^j zijjn twee geyallen te onderscheiden, naar gelang ^groo- 
ter of kleiner is dan \9. In bet eerste geyal telt de miuderbeid 
minder dan \i stemmen, en kan dns onmogel\jk in een der beide 
seeties de oyerwinning behalen , zoodat 

Pi.o = l, fli.i = 0, Po.i = 0, (17) 

zal moeten z^n. 
In bet tweede geyal V (^\9 levert ons de formule (B) 

Pi.i = -^ e T £ .-7 (•«'*•"«'} ; 



{; 
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wattb^ de sommaties respectieyel^k beperkt zyn door de Toor- 
waarden 

*r| + i>, = r<t*, 

terwiiil bovendien 

Het valt dan gemakkel^k in te zien, dat de eerste sommatie 
verloopt tusschen de grenzen 9| = en V| = F^ en de tweede 
daarentegen tusschen 9| = F en 9| := |»y zoodat 

of eindelijk, als wQ door eene nieuwe benaderingvan sommatie 
tot integratie OTcrgaan, en daarbij bedenken, dat nit den aard der 
zaak 9| by de sommatie slechts met eene eenlieid te gelijjk van 
waarde veranderen kan, 



"■-^ 7/".-!{-.-<-.-'-.)*,' 



(18) 



waarnit door de snbstitntie, 9|=:^r-|-d;, dadeliyk volgt 

r 



4r« 



i(#-F) '-^ 



Volgens ondcrstolling is echter F'< Jt; derhalve «— r>i«, en 

dns fl ('-^) > 6 (i^-T). 

Zoodra echter 9 eene eenigzins aanzienl^ke waarde bezit (b^y. ^ 86), 
zal i^il^s), volgens eene bekende eigenscbap van dese fnnoiiei 
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uiteiat dicht tot de eeubeid genaderd zya* A fortiori moet dit het 

(« — V\ 
— =r-y en men zal du3 mogen lehrgven 

\ 18. In de tweede plaats yolgt nit de form ale (B) 

- 2F* « 

waarby de sommatie beperkt wordt door de Toorwaarden: 

Stelt men v^ + v^zzz x^ 

en sommeert men eerst alio termen waarroor x en due V| eene 
gelyke waarde bezit, om vervolgens deze gedeelteligke sommen op 
nieaw te sommeeren, dan is, althans voor V<,\9^ 

Ps.o = eu ^ e i Ztf#^*^^ *'' 

of als we tot integratie overgaan 

o o 

Ku is ecbter , bl^kens de herleiding , die de uitdrukking voor 
Ps.o in formnle (18) onderging, 

8 



2 

dcrbaWe 



//'.-;('»'*('-"'% = 9 (-j4). 






— yi. r^ - 



e U «(77>-- • • -(21) 

Ook dfze uitdrukking laat zich ecbter nog cen weinig yereen- 
▼oudigen. Men vindt namely k door differentiatie naar F, 

_^ (2 r— 8 j)a 

o ' 

1% 
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maar achtereenvolgens is: 



J^ dV Vk« ) 






waarvoor weer , door integratio by gedeelten , gevonden wordt 

o 
Maar door de substitutie 

vindt men 

2 y^ 2 \k*/' 

Vi 

waaruit blykt , dnt de uitilrukkingeii (24) en (2S) gelijk zijn aan 
tiul i zoodat 



dV ?r5 * ^ y, y/J' 



iiit welke rergelijking door integratie , onder opmerking dat voor 
F^zO uit den aard der zaak ook P8.o=:0 is, dadelijk volgt 



^'■^=^U'' ""''i-^)^''- — 



TSs/ \y,J 



(26) 



O 



(ff'ordl vervolgd.) 



OYER BET GEBRUIK V4.^ DETERiiniHTE.^ BIJ OE 
MBTHODE DER ILEINSTE KWADR4TE1 



Door P. FAN 0EBS. 



§ 1. 

Heeft men een aantal lineaire vergelijkingen, die wij brengen 
in den vonn 

a^^ -h b^x^ + c^a-'j -f- . . . . -J- pg^^ = Fj , 

(1) 



::::::::.;(•■ 



waarin ar^ , ar^ , . , , , x^ z\jn de te bepalen grootheden , dus 
n in aantal; m het aantal vergelijkingen, waarbij m^ n; ¥^ , . . Fw 
door waarneming bepaalde grootheden ; dan vindt men vplgens de 
bekende methode van Gauss, de waarschijnlijkste waarden, die aan 
het geheele stelsel (1) voldoen, uit het normale stelsel 

(gha)x^ + {ghbyx^ -H ((;bc)x^ H- . . , . {gbp) 

(2) 



)Xn=L[gbY)A 



{Spa)x^ + igpb)x^ + {gpc)x^-]r .... (gpp)x^ = (gpY); 
waarin ^|, ^j, . . • ffn zijn de gewichten der gelyknamige F, en 
(^flfl) = ^i«i* '¥g<^% -h . . . • ^«<l*m, 

(^aFj^r^^a^Fj+^jflgFj^- .... ^••a«F„. 
De /f onbekenden x kunnen nu uit de n lineaire vergelykingen 
(2) worden opgelost , en Gauss heeft zelf de methode aan de hand 
gedaan, om dit door achtereenvolgende substitutien te verrichten. 
Het valt echter niet te ontkennen , dat deee w^jze van oplossing 
eene langwijlige berekening vereischt, en vooral het zoeken der 
auxiliaire coefficienten een omslachtige arbeid is, waarby men licht 

12* 
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getaar loopt rekenfouten te begaan, die ten slotte de geheeie 
berekening nutteloos maken. 

Gebruikt men ter oplossing der vergelijkingen (2) de methode 
der determinanten, dan kunnen de onbekenden terstond in dezen 
vonn gebracht worden 



A 



^i=---t ^« = 



_ Aa ^ — ^ 



A 



A3 
A 



A« 

A 



^"; • • (4) 



waann 



A = 



[ffaa) igah)(gac) . • . {gap) 
{gba) (ghh) {gbc) . . . ij^hp) 
(gca) (gcb) [gcc) . . . (gcp) 



A,= 



Aj = 



(gpa)(gpb)igpc)...(gpp) 

(gaa)(gdF) {gac) . . . {gap) 
{gba%g^^){ghc). . .{gbp) 
{gcd){gc¥) {gee). . .{gcp) 



igpa){ffP^)(£fPc)* ' ^iSfPP) 



>"««A« 2s 



{goF) (gab). , .{gap) 
{gbF){gbb).,.{gbp) 
{gcF) {gcb) . . .{gep) 

• • •••••• 

{9P^){ffP^)''*(gpp) 

{gaa)(gab){gac) . . . (gaY) 
(gba){gbb){gbc)...{gb¥) 
{gca)(^eb){gcc). . . {gc¥) 



{ffp(^){^p^){gpc)'*'(gp^) 



^(5) 



Deze wijze van oplossing heeft een dubbel voordeeL Ten eerstc, 
dat de onbekenden terstond in een eindigen vorm z\jn uitgedrukt 
in- de gegevens, hoe groot 00k haar aantal en dat van de verge- 
lijkingen zijn moge; zoodat zelfs het opstellen der nornude verge- 
lijkingen (2) overbodig is geworden, en nit de gegeven vergelgkingen 
(1) terstond tot de waarden, in (4) en (5) uitgedrukt, kan besloten 
worden; een voordeel, dat door geene andere methode van op- 
lossing wordt gegeven. 

Ten tweede> dat deze methode in geen geval langer is, of meer 
berekeningen vordert dan eenige andere. Het invoeren en goed 
gebruiken van determinanten kan nooit anders dan bekorting bren- 
gen in berekeningen , die met grooten omslag 00k langs andere 
wegen kunnjn verricht worden. Men vermydt het invoeren van 
factoren, die later weer verwyderd moeten worden, en kan, wanneer 
met overleg van de eigenschappen der determinanten gebruik wordt 
gemaakt, tot groote vermindering van bec^feringen komen. Daarby 
geeft geene methode meer waarborg tegen het begaan van reken- 
fouten als die der determinanten » omdat de uitkomsten onmidde- 
lyk in symmetrischen vorm worden opgeschreven en slechts regel- 
matige substitutien vereischen. 
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§ 2. 

Wanneer in het algemeen 

en g is het gewicht van ar, dan wordt volgens de grondbeginselen 

der waarschijnlijkbeidsrekening het gewicht G van X gevonden door 

1 » /* 

de uitdrukking -=2-> (6) 

G 1 g 

^X 



waaria <m 



ix 



Passen wij dit toe op de vergelijkingen (4), die de x uitdrukken 
in de F, dan moeten wij beginnen met de differentiaal-quotienten 
te zoeken van de x met betrekking tot de F. Uit de vergelykingen 
(4) in verband met (5) volgt 



A dx^ zzz 



{fjad¥){(jah), . .(gap) 
{gbd^)(ghb)...[gbp) 
(gcd¥) (gcb) , . ,{gcp) 

(gpd¥)(gpb). . ,(j/pp) 



, . . A dxn = 



)Lgaa) {gab) . . .(gadF) 
lgba){gbb)...{gbd¥) 
(Sfca){gcb)...(gcdF) 
• •••••» 



(7) 



Noemt men nu, in den hoofddeterminant A, Mu den minor 
van den ^<ien term der «de kolom, dan volgt uit de ontwikkeling 
der bovenstaande uitdrukkingen 

A dx^ = (^/7^)M,| + (^^c^)M,a H- (5;'/?</F)Mi« = 

-HC^jflSjM,, 'k-gj^<^i<i, 'h'...gipMln)dF^ -+-) . (8) 
Stellen wij verder 






afF, 



dan is, volgens (7) en (8), 
A^i =Pi (M 



2fF. 



I 



(9) 



2^F« 



A^n =/7« (ffiM^, -h^iMjj 4-....P|M,„), J 






• . (10) 



Yermenigvuldigende van deze vergelijkingen de cerste met a^ , 
de tweede met fl^, enz. , en optellende , volgt 
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ASa/| = (gaa) M,^ -i- {gab) M,, -|. {gap) Mi, == A ,! 

evenzoo 

LZbt^ = (^3a) M,, + ighb) M,^ + . . . .{gbp) Mu = , > . (11) 

£\Zpt^ = {gpa) Mj, + [gpb) M, , 4- . . . . to?i?) Mu = 0. 

De eerste Tonn geeft A> omdat hy juist de ontwikkeling van 
den determinant volgens de termen van de eerste rij voorstelt; al 
de andere worden nul, omdat zij de waarde van denzelfden deter- 
minant geven voor twee gelijke rijen. 

Op dezelfde wijze vindt men uit (7) 

A4f = ^4 («2^ni -I- ^fMrti 4- . . . ;?aMn») , 



(12) 



en deze geven 

ASfl^n = (^««) ^"1 + (yfl^) M„8 -h (gap) M«» = , 

AS3/, = G'^a) M„i + (gbb) M,8 -h (^3/;) M„, = , I 

ASjp^„ = to'fl) M,i + (gpb) M»8 -h . . . .(^;?/?) M«h = A- 
Uit (11), (18) en de verdere overeenkomstige vergelijkingen 
volgt nu 

Sa^, = 1, S5^|=rO, Sc/, = 0,.,..r/?^| =0, 
Sfl^a rz , Zbi^ = 1 , Sc/^ = 0, . . , S/?/j = , 



. (14) 



Hememen wy nu de vergelijkingen (10), vermenigvuldigen de 

eerste met -^ , de tweede met -i? enz. , de iaatste met — , en 
Pi l/% ffm 

tellen vervolgens op, dan komt in verband met (14) 

t * 
AS — = Mj, %ai^ -|- M|j S^/, -h .... 4- Mi« Zpt^ == M|| ; 

evenzoo volgt uit (12) en (14) )(15) 

AS ~ = M«i Sffl/„ + M„3S3^„ 4- 4- M,„Sp/« = Mn„. 

Noemt men eindel^jk G| het gewicht van a*| , Gj van x^ , enz. , 
dan volgt uit (6) , in verband met (16) , 

i,=^«" 1 = *^"' | = *^» !:=**••' 

of Gj=jj-, G,=-^,....G,= jj— ; . . . (16) 
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waardoor de gewichten van al de berekende grootheden worden 
bepaald. 

Men ziet, hoe het gebrnik yan determinanten de bepaling en 
Tooral de yoorstelling der getoiMen Tan de onbekenden zeer ver- 
eenvoudjgt. Want in de Yergelijjkingen (16) is volgens (6) 

(gaa) (gai). • . .{gap) 

{g^) {ghh)....{0bp) 

(gea){gc6) (gcp) 



A = 



{ffpa){Sfp6)*'^'{ffPP) 



en dus 



Mh = 



1 {ga6).,..{gap) 
(gba) • . • {g5p) 
. . • . . . .' 



(gpa) (gpd) . . . . 



M^ = 



(gad) {gap) 

{gba) I ... {gbp) 
. . 

\ (ffpa) (£fpb) . . . . 



M..= 



{gab),., .{gap) 
{gba) ....{gbp) 
• •• »"•• • 



{gpa) {gpb) , . . . I 

Yergel^kt men deze uitkomsten met die , welke volgens de 
metbode van Gauss worden verkregen , dan springt bare voortref- 
feljjkbeid in vonn en berekening terstond in bet oog. Tevens blijkt, 
dat de gewiobten der berekende grootbeden niet afbangen yan de 
waargenomen grootbeden F , maar alleen van de standvastige 
coefficienten en de gewiobten der waamemingen. Hebben deze 
gel^k gewicbt, dan wordt de zaak iets eenvoudiger. Voor de nor- 
male vergelijkingen verkrygt men dan 

{aa) x^ 4- (ab) ^Tj -h. . . .{ap) x^ =r (aF), 
{ha) X, H- [bb) x^^... .(bp)x: — (^F). 



{pa) x^ -f. (pb) a?j -H . . . .[pp) ar; = (pV) , 



zoodat nu 



A = 



{aa){ab). ,. .(ap) 
(bo)(bb)....{bp) 



{pa){p^)".'{pp) 
Evenzoo wordt nu 



An = 



{aa) {ab) . . . .{oF) 
iba){bb)....ibF) 



• • • 



• • • 



(pa){p6).. .{pB) 
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M„ = 



/ 1 (a6),...{ap) 
(da) {6p) 

• • • Vr • • • 

{pa)(p6),. .. 



M..= 



■^nfi 



(a6).,.,{ap) 
(6a) {bp) 

{pa)(pb).. . 1 



waaruit door substitatie in (4) en (16) onmiddeiyk zoowel de onbe- 
kenden als hare gewichten voortvloeien. 



§ 3. 

Indien men eoo nauwkenrig mogelijk door waameming n groot- 
heden x^, ^^•.••Xn hecftbepaald, maar zij moeten streng voldoen 
aan m betrekkingen ran den vorm 

/i ("^i^a*- ..^»)^=0, 
/a (*i^2' • ••*») = 0, 



(I) 



fm (x^x^ ... ar„) = ; 
waarbjjj m ^ «, dan zal bij substitutie blijken, dat de gemeten groot- 
heden niet volkomen met deze vergelijkingen overeenstemmen en 
z5 daartoe nogmaals zekere correctien moeten ondergaan. Hct is 
nu de vraag, hoe die correctien kunnen bepaald worden. 

Onderstellen wij , dat de waargenomen grootheden zijn X, , X^. • . . 
Xm en de gezochte correctien y| , yg^.-.y*) zoodat 
a?! =X|4-y|, ar, = X2 H"ya, a^a ^Xg-hyg,... .flr^=:X„+y«, 
nauwkeurig aan de vergelykingen (1) voldoen, dan zal menhebben 
/i (X|4-yi, X2-i-y2,,...X^4.y,) = 0, 



. . . (2) 



/m (Xj H- yj , Xg 4- y^ , . . . . X» + y,.) = 0. 
De waamemingen moeten zoo nauwkeurig zyn , dat de correctien 
zoo klein mogen ondersteld worden, dat de tweede en hoogere 
machten kunnen verwaarloosd worden. Door ontwikkeling volgens 
het thcorcma van Tatlob geven dan de vergelijkingen (2) 



Ml 

^x 



^4 + 



S 






• • • 






n 



• • 



(8) 
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Stellende hierin 
/, (X,Xj..X,)= — A„ /s (XjXj . . XJ = — A,,./, (X,X5..X,) =— A», 

i^-i i6-A ^-^'-A 

dan knnnen al deze grootheden vooraf berekend worden, en het 
stelsel (3) gaat over in het volgende 

^is^i + ^2 + «8y« — H- ««yii = A| , 

<?iyi + C3y« + C8y8....-f-c^»=. A3, ) . . . . (4) 

zgnde een stelsel van m lineaire vergemkingen met n onbekenden ; 
terwijl deze laatste nog moeten voldocn aan de voorwaardo 

9\y\^ -t- 9^% + 9zyz^ -4- . . . . /7„y«» = Minimum , . . . (5) 
waarin g het gewicht der overeenkomstige gemeten X voorstelt. 

Om nu de waarden van y te bepalen , zoo dat zij streng aan de 
vergelijkingen (4) en (5) voldoen, differentieeren wij beide stelsels, 
dan volgt 

OiVi^yi -4- g^^y^i -4- y^z^Vz +■....+ g^^n'^yn = ^» j 
^1^1 -H Vya -t- Mys + — ■+- Myn = ^» \ /(jv 

Tusschen de ;z differentialen bestaan nu deze {m -h 1) betrekkin- 
gen ; er blijven dus k — »* voorwaarden tusschen de coefficienten , 
dat is tusschen de waarden van y en de bekende grootheden y , 
fl, b, Cf„.j?. Deze n — m betrekkingen, verbonden met de m vergel^'- 
kingen (4), vormen te samen n lineaire verge^^kingen met n onbe- 
kenden , die hierdoor volkomen zijn bepaald. 

De bewerking wordt in den regel verricht door het invoeren 
van onbepaalde coefficienten. Daartoe vermenigvuldigt men in het 
stelsel (6) de tweede vergeljjking met een factor k^ , de derde 
met ^|, de laatste met km; dan kan men stellen 
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^8^8 = ^1^3 + ^2^3 + Vd -+-••• '^mPa » > • • • . (7) 



• • • 



In de stelsels (4) en (7) Leeft men nn m-{^n lineaire vergely- 
kingen met « -f- ii onbekenden (y en ^), die hierdoor yolkomen 
zijn bepaald. De oplossing gescMcdt het eenvoudigst door de waar- 
den voor y uit (7) in (4) overtebrengen ; dan wordt volgens de 
gebruikelijke notatie 

*.(7)+'.(7) + *.0+....*.(f)=A.,>-W 



,f*. 



Dit stelsel van m lineaire vergelykingen geeft de waarden van 
k als volgt, 



A = 



i7){j)0'-(- 


9^ 




'. (7) • 


■■■(?) 


(7) (7) (7) •••(■ 


9' 






••••(7) 


(7)(;)(7)-.(: 


• 

-) 


, ^iA = 


A.(^). 


•••(f) 




A« (^*) . 

^g^ 


• • • • 

if 




(j)....A4 








(— ) A2 

^9^ 








(-.) A3 


• 






^1 


" j • • • 'Afli 





(9) 
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Door substitutie dezer waarden van k in het stelsel (7) Ter- 
krijgt men de waarden van y als volgt , 



A OiVx — H 



A, (1) (1) .... (L) 
^9' ^9' ^9 ' 

A. (^) (*i) .... (I) 
^9^ ^9' ^9^ 

A.(£?)(L^)....(^) 

^9 9' ^9^ 



•+-^ 



ri) A, n .... m 

^9^ ^9^ ^9^ 

{7) *. (7) ■••■ (?) 



pc. 






+/>« 






I 9^ 9 



^99yt = « 



s 



^9^ 

{p. 
9 



A,.... ( -) 



A«..-. (y^ 



+ ^, 



s 






*•■ • ??' 

(7) *>■••■ '7) 


....+/?,^ 


(7) *-•■ (7) 





(7) --^^ 

• • • • 



(?) •■ 



Am 



A^»y»=«, 



Aj.... (—) 



• • • 

^9 ' 



(7) *.- (?) 

(7) ^ ■ (7) 


• ••'!-;'« 


( ^ ) ^"•- (7) 





.ha 



• • • 






Hiermede zijn de waarden van y volledig bepaald , en is , door 
substitutie hiervan in 

a?! = X| -I- y^ , Xg = X2 -h ^2 » • • • -^w = ^» + y« » 
bet vraagstuk opgelost. Geene andere metbode geeft als deze 
de waarden der correctien rechtstreeks uitgedrukt in de bekende 
grootheden. 

Door ecbter gebruik te maken van boogere eigenscbappen der 
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determinanten , kan men nog korter te werk gaan, en hot invoeren 
van onbepaalde factoren geheel vermijden. 

De eliminatie der differentialen uit (6) en de betrekkingen tus- 
sclien de coefficienten, die hieruit yoortrloeien, kunnen onmiddel^k 
voorgesteld worden in dezen vorm 



QiVx > 9^^ » ^8^8 



• • • 






a 



'3 



'2 



a* 



9^i 
On 



'8 



• • • • 



= 



(10) 



Pi jPa Pz •*•* Pn 
De speciale determinant in liet eerste lid bevat n kolommen en 
w -h 1 ryen, waarby n > »«; bij stelt voor alle gewone determinanten, 
die Meruit gevormd worden, door elke w -j- 1 kolommen met de over- 
eenkomstige rijen te verbinden; bet dubbele gelykteeken Toor de nul 
wil zeggen, dat al deze detenninanten nul zyn; zoodat de vergelijking 
(10) werkelijk n — m onafbankelijke vergelijkingen bevat, die line- 
air zijn ten opzicbte van de onbekenden y. Deze n — m vergelij- 
kingen, verbonden met bet stelsel (4), geven te samen n lineaire 
vergelijkingen met » onbekenden, die hierdoor gebeel zijn bepaald. 
De symboliscbe vergelijking (10), gevoegd by bet stelsel (4), bevat 
derbalve de volledige oplossing van bet gestelde vraagstuk. 



-i«»i- 



KLEINERE MEDEDEELINGEN. 



FBIJSVBAAG N^ 12. 

Opgehft door ff. A. LORSNTZ, 



Op een horizontaal vlah ligt een mameve rechte cirkelvormige cy-* 
Under. Zoo nu ket zwaartepunt van dim cylinder zich ergem buiten 
de as van het lichaam, en ook op eenig oogenblik niet veriicaal onder 
die as hevindt , moet door de werking der zwaartekracM de cylinder 
eene rollend achommelende heweging aannemen. Bijaldien dan onderateld 
wordt , dat deze schommelingen oneindig klein zijn ^ en dat er geen 
rollende torijving betiaat , is de traag : den iijd te bepalen , waarin 
elke schonmeling volbracM wordt. 




P A Gi 

De bijgaande figuur stelt ons een doorsnede voor van den cy- 
linder met een ylak , door Let zwaartepnnt 8 loodrecht op de as 
gebracht. Dit vlak snijdt de as in M\ liet horizontale vlak , waar- 
op de cilinder steunt, volgens de lijn PQ; en de beschrijvende 
lijn, waarmede bet licbaam daarop ligt, in A. Wij stellen nu den 
straal des cilinders MJ z=. R, den afstand van bet zwaartepunt 
tot de as MS=z r, en den boek AMS =. (p. Dezen boek rekenen 
wij positief of negatief , al naarmate S aan de eene of aan de 
andere zijde van MA valt. 

Wij onderstellen verder dat de stof in den cilinder zoodanig 
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verdeeld is, dat op een lyn , evenwgdig aan de as getrokken, de 
dichtheid in alio panten dezelfde is. 

Dan is het vlak der figuur een vlak van symmetrie; en men kan 
hieruit afleiden , dat een der hoofdassen van S evenwijdig aan de 
as moet loopen. Noem nu den traagheidsstraal ten opzicLte van die 
as ^ , en de massa des ciiinders M. 

Wij zuUen nu het vraagstuk voor de volgende twee gevallen 
oplossen. 

1. Er bestaat niet alleen geen roUende , maar ook geen slepende 
wrijving. 

2. Er bestaat wel slepende wrijving. 



I. 

Wanneer geenerlei wrijving de beweging belemmert, zijn wij 
in staat, in elken stand van het licbaam de oogenblikkelijke as van 
wenteling aan te geven. Daartoe merken wij in de eerste plaats 
op, dat de eenige krachten, die op het lichaam werken, nl. de 
zwaartekracht en de weerstand van het horizontale vlak, verticaal 
gericht zyn. 

Daar nu is opgegeven, dat het lichaam aanvankelyk in rust was, 
volgt hieruit , dat het zwaartepunt geen andere dan een verticale 
beweging kan hebben. 

Derhalve bestaat de beweging van het lichaam op elk oogenblik 
uit een verticale verschuiving, verbonden met een wenteling om 
een as C, die door het zwaartepunt gaat. Nu is echter door de 
omstandigheid , dat het lichaam het horizontale vlak moet blijven 
aanraken, elke wenteling om een as, evenwijdig aan PQ, uitgesloten. 
Daaruit volgt, dat de as C noodzakelijk FQ loodrecht kruisen 
moet; m. a. w, zij moet liggen in het verticale vlak F, door S 
evenwijdig aan de as gebracht. Brengen wy door het punt , waar- 
in de as C de centraalellipsoide sn^dt, een raakvlak W aan die 
ellipso'ide , dan moet dit het vlak z\jn Tan het koppel, dat ontstaat 
by de overbrenging der momentaan krachten (hoeveelheden van 
beweging) naar S; zooals het bekende verband tusschen de as van 
wenteling en het bedoelde koppel ons leert. Daar nu de werkende 
krachten bij hare overbrenging naar S steeds een koppel opleveren 
in een verticaal vlak gelegen, moet dit ook het geval zijn met het 
genoemde koppel der momentaan krachten, daar toch aanvankel^k 
het lichaam in rust was. Derhalve moet het vlak ^verticaal zjjn. 
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W^ den dus, dat de as (7 die middellgn van de centraal-ellip- 
soi'de is I die ligt in het vlak V en de ei^enschap heeftp dat z^ 
geconjugeerd is met een verticaal vlak. Nu heeft de centraal- 
ellipso'ide een lioofdas evenwi[jdig aan de horizontale as van den 
cilinder. Daarnit kan men afleiden, dat de as C, die aan de 
opgegeven voorwaarden voldoet, die lioofdas is; m. a. w. de as C 
loopt evenwijjdig aan de as des cilinders. 

In plaats van de wenteling om deze- as en de verticale verscliui- 
vingy mag men ook een enkele wenteling stellen om een as, even- 
wgdig aan C en met deze in hetzelfde horizontale vlak gelegen. 
Uitslnitend een wenteling kan het lichaam echter allecn hebben 
om een lijn in het verticale vlak, dat door de as gaat; anderszou 
het niet het horizontale vlak blyven aanraken. Hieruit vinden wij 
dat, wanneer w\j S% loodrecht op MA trekken, het lichaam moei 
wentelen om de l^n , door i evenwijdig aan de as getrokken. 

Nu w^ voor elken stand van het lichaam de as van wenteling 
kunnen aangeven, is de beweging in zooverre bepaald, dat wy voor 
elk punt de baan kunnen vinden. Om tot de kennis te komen 
van de snelheid, waarmeS de beweging geschiedt, maken wij gebruik 
van het bcginsel, dat de vermeerdcring, die de fevende kracht van 
het lichaam gedurende lekeren tgd ondergaat, gelyk is aan den 
arbeid, door de werkende krachten gedurende dien tyd verricht. 
Daarbijj behoeven wy hier alleen den arbeid dcr zwaartekracht, die 
gevonden wordt door het gewicht met de daling van het zwaarte- 
punt te vermenigvuldigen, in rekening te brengen. Immers daar 
de bewegingsrichting van de punten, waarmee de cilinder het hori- 
zontale vlak aanraaktf steeds horizontaal is, is de arbeid van den 
verticalen weerstand van dat vlak gelijk 0. Zij nu (a de hoeksnelheid 
en k* de traagheidsstraal ten opzichte der as «; dan is, zooals 
men weet, de levende kracht = JAf^'*«*; dus, daar 

is, de levende kracht 

\M{li^ -h r« Sm^ 0) «« = iM{k* + f« Sin^ (p) (^\ . 

Dit moet gelyk zijn aan den arbeid der zwaartekracht sedert 
het oogenblik , waarop het lichaam in rust was. Was op dat 
oogenblik a de waarde van (p , dan vindt men gemakkelijk dat de 
daling van het zwaartepunt sedert dien tijd bedraagt r(Co8 0'^ Cos «), 
dus de arbeid der zwaartekracht Mgr (Cos — Cos a). Wy hebben 
dus, na deeling door -Ji/, 
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Uit deze vergel^king is het karakter der beweging af te leiden. 

d(b 
Wij zien er n.l. uit , dat a' of --- de grootste waarde Terkr^gt 

at 

voor 4) r= , dus voor den evenwichtsstand ; dat verder Toor 

twee standeni die aan weersz^'den eTeaveel daanran afw^ken, 

waarvoor dus gelijke waarden met tegengestelde teekens heeft, 

ctf de zelfde waarde heeft ; terwi^jl voor (P ^+ct of(^r=:— -a, 

« = wordt. Voor waarden van 0y a vindt men geen werke- 

l^ke waarde voor a, Hiermede zi[jn de schommelingen van het 

lichaam aangegeven » waarb^ de boek tnsschen +» en — ■ « 

been en weer gaat. 

Uit (1) kan men nu afleiden 

t=.-^ri/'^±z^i.^ (2) 

dus voor den duur eener scbommeling 

T^^f l^^^^ (8) 

Om te vinden , wat dit voor oneindig kleine scbommelingen 
wordt , stellen wy bierin vooreerst Q = 2^. Dit geeft 



\7grJ ^ Sirfl \ti — Sin'^ ifp 






1^. 



W\j voeren nu de nieuwe veranderlijke % in« met i|^ verbouden 
door de betrekking Sin ^ = Sin \a,8in % , waaruit volgt 

Co% ^d^zs, Sin \et.Co8 ^ d% , 
,. Bin ix,Cos 'V , Sin ia.Cos v 

^ Co%^ ^ y I -^ Sin^ i(t.Sin* ^ ^' 

terwyl voor 4^ = ^ = en voor ^ =: ^a& , ^ = Jt wordt. 
Wy verkrygcn bierdoor 

4_ M^ f/ k^ -h 4r* Sin* \ot.Sin* y^^^r^ Sin^ \(t.Sin* x j 

Wordt nu a oneindig klein, dan vinden wg voor den duur 
eener oneindig kleine scbommeling 

T = -^k / dx^-y^ (4) 
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IL 

Onderstellen wij nu ten tweede, dat er wel slepende wryving 
bestaat , en dat deze juist het vermogen heeft een voortschuiving 
Tan de beschrijvende lijn, waarmee de cilinder het horizon tale vlak 
aanraakt, te verhinderen, Dan rolt de cilinder eenvoudig over dat 
vlak, en de as van wenteling is juist de genoemde beschryvende 
lijn. Den tijd noodig voor een scbommeling vinden wy ook hier 
door het beginsel der levende kracht. Daarbij is weer alleen de 
zwaartekracht in rekening te brengen want, ofschoon wij een nieuwe 
kracht in de wrijving aantreffen, de arbeid dezer kracht is gelijk ; 
daar de puntcn, waar zij aangrijpt, op de as van wenteling liggen. 

Voor de levende kracht vindt men nu 

of ilf (k^ -f 722 + r2 — 2Rr Cos ^) ^^\ j 

waaruit even als boven volgt 

(^« H- 22« -f r2 — . 2/2r Cos (p) (-^^ = 2gr(Cos(p — Costt). (6) 

Hieruit blijkt weer even als vroeger de aard der beweging. Wy 
hcbben verder 

,k^^R*^r^ — 2Rr Cos (p 



(6) 



1 /• gy/t^ -H i2« -+- r« — 2/2r Cos , . 
\/2gr^ CosCp — Cos » 

en dus voor den duur eener schommeling 

4 /»« M//c^ -h A« -f- r* ~ 2Rr Cos , . .^^ 

T = — = / y — -^- r t: ^ d(P' • • (7) 

\/tgrJ CosCp — Co8» 

Wij transformeeren deze integraal door dezelfde substitutien als 
de integraal (3), en vinden daardoor vooreerst 

_ 4 /»i« 1/ k"^ -{-{Jti — ry^ 4- ^Rr Sin* i^ 
en vervolgens: 



Hieruit volgt ten slotte voor den duur eener oneindig kleine 
schommeling 



4 









of 3^:=2.^^^1±i^=I^ (8) 

18 
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OVER DEN STAND DER VLAKiLBN , 

DIE EEN MIDDELPUNTS-OPPERVLAK VAN DEN TWEEDEN 
GRAAD VOLGENS GELIJKZIJDIGE HYPERBOLEN 8NIJDEN. 

Door J. W. TESCH, 



§ 1. De vraag naar den stand der vlakken, die een middel- 
punts-oppervlak van den tweeden graad volgens gelijkzijdige hyper- 
bolen snijden , wordt , zoovcr mij bekend is , slechts behandeld 
in ^^n leerboek der Analylische Meetkunde, dat van Fobt en 

SCICLOMILCH. 

De daar gevolgde methode is de volgende. 

Daar eene ell'psoi'de door een vlak slechts volgens ellipsen kan 
gesneden worden , beboeft men bet onderzoek slecbts te bepalen 
tot de oppervlakken , voorgesteld door de vergelijking 

x^ y« ^« 

.i + 7i— ::i = ^' (1) 



a« ■ ^2 



c 



zijnde voor A = -|- i de eenvlakkige byperboloide , voor A = — 1 
de tweevlakkige byperboloide , voor A c= een kegel. 

Daar verder alle evenwijdige vlakken bet oppervlak snijden 
volgens bomothetiscbe krommen , beboeft men slecbts te ouder- 
zoeken de vlakken, die door bet middelpunt gaan. 

Zg de stand van bet snijdend vlak bepaald door zijn standboek 
6 met bet ^^-vlak en door den boek ^^ dien zijn borizontaal 
spoor met de a?-as maakt, dan vinden wij de vergelyking der 
doorsnede in haar vlak door de volgende transformatie van 
coordinaten , 

X z=zx' Cos-^ — y* Sin ^,Cos S , 

y zzix* Sin ^ ^ y' Cos ^.Cos 6 , 
z =Ly* Sin 6. 
Substitueeren wij deze formulen in de vergelyking (1), die wy 
gemaVsbalve scbrijven onder de gedaante 

Jx^ -^ By^ — Cz^ z=.h, 

dan vinden wy de vergelijking der dooisnede van den vorm 
^V« -H h'y'^ ^2C*xy + 2D'x' -f- 2Ey -h P = 0. 
Opdat deze eene gelijkzijdige byperbool voorstelle, moet d' -^ B* 
gelyk zijn. 

Nu is 

A' =z J Co9* 4, -^ BSiH^4, 
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en 

B'= A Sin^ ^.Cos* d -f B Cos* ^.Co,* ^ — CSin^b; 
derhalve 

yi (7/»5« 4/ -h 5 Sin* ^ ^A Sin* Jr. CosH -h B Co8*,^,Cos* i — CSin*^=zO; 
waaruit , na eenige herleiding, 

^ ^~ C — ACo6*rP — £ Sin* ^ ■ 

Door te substitueeren A z=z - , B z= j- en C =: -r , vindt men 
ten slotte 

^^^ ^ "" a« (3« — c*} Sin* 4* -+- ^* (a« — c*) Cos* ^ ' ' ' ^^ 

zijnde de betrekking van afhankelijkheid tusscben S en j^, opdat 
de doorsnede eene gelijkzijdige hyperbodl zij. 

a*(b*-^^_ 

b^(a*^t^) ' ^^) 






^" c* {a* 4- ^2) 

dan verandert de formnle (2) in : 

ig*i = (4) 

^ p Sin* ^ -^qCoa*^ ^ ^ 

§ 2. Het doel dezer mededeeling is bet aangevea van eene, 
zoover my bekend is, nieuwe methode tot bet yinden dezer for- 
mule; waarbij gebruik gemaakt wordt van de volgende stellingen. 

1. In de middelpunts^oppervlakken van den iweeden graad is de 
8om der omgekeerde toaarden van drie onderling loodrecMe stralen 
constant, 

Zij de vergelykiog van bet oppervlak 

X* V* z* 
a*^ b^^ c*~ ' 
waar wy de teekens van h^ en c* als onbepaald onderstellen, zoo- 
dat het oppervlak zoowel eene ellipsoide, als de beide byperboloi- 
den kan voorstellen. 

Yoor een straal p , die met de assen de hoeken or , |3 en 7 
maakt , vinden w\j gemakkelijk 

1 _ Cos^ ft Cos* /3 Co«» y 

1 Cos^ ei' Cos* /3/ Cos* y' 

eveneens —jr = — 1 rr 1 -— , 

p * a' 0' c* 

1S» 
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1 Cos* ct' Cos* B' Coi^y' 

p'^ a> ^ 3« ^ c« 

Biiar nu Cos^ a -f- Cob^ «' + Co«* «' = 1 , enz. 
., Ill 111,^ 

J p« p'«^p»^ fl« 32 c* ' • • • • v*^; 

2. Het is nu gemakkelijk de gevraagde formule te vinden. 
Laten a' en d' de assen zijn der doorsnede van een vlak, door 

het middelpunt gaande, met het oppervlak -5, -f- — -{- ~ := 1 , 

cr 0^ c* 

en zij R de lengtc der normaal uit het middelpunt op dit vlak , 

gemeten tot het punt waar deze uormaal het oppervlak snydt. 

Yolgens formule (5) is nu 

^'« "^ ^'2 "»" 22* "~ «« ■*" 5» "^ c« ' 

maar - := 1 1^ : 

R^ a^ ^ 6^ ^ c* ' 

waarin «, ^ en y de hoeken zijn die R, de normaal, met de 
assen maakt. 
Derhalve 

J_l_lll_ Co6^a Co^^p Coi? y 



c« 



(6) 



Is nu de doorsnede eene gelijkzijdige hyperbool, dan is 
o'^ = — 5'^ ; en derhalve vcrandert (6) in 

Sin^ « Sin^ Q Sin^ y 

-^+-5r+V = ^ <^) 

De formule (7), met de bekende betrekking 

Cos^a-^ Cos^p ^Con^ys^l^ (8) 

geeft nu twee betrekkingen tusschen de drie hoeken «, /3 en y, 
waaruit blykt dat het vraagstuk onbepaald is, zooals ook uit 
(4) volgt. 

§ 3. De formule (7) toont onmiddellyk aan , dat in eene elUp- 
soide geene gelijkzijdig-hyper])olische doorsneden mogelijk zijn. 
Wij zullen dus in het volgende de formulen schrijven onder den 
vorm 



<) Samion-Fiidlkr. Ana/y/i'scAe GeomeirU det Raumes, art. 88. 
•J '^* » » .. ,. 91, 
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Sin' a Sin*B Sitfi y 

Co^ct'\'Co8^^'^Coi?y=i\, (10) 

wa^rvaa (9) op de beide hyperboloiden toepasaelyk is. 

Men kan aan de fonnulen (9) en (10) eene andere gedaanie 
geven. Immers uit (9) volgt 

en uit ( 10) Sin^ y = Cc?** « H- Cm« fi. 

Poor substitutie en herleiding 

^3 (fl2 ^ e*) fl3 (6* 4- c9) ^ 

C«(fl!8^.^3) ^c3(a«4-^2) ^ 

of 1 =: Cm3 « + Co«3 /3 H- Co«^ y stellende 

a2(5«_c«) 5«(a3 — c^) 

of volgens (3) , p Co^ tt-^q Cos^ fi = Co6^ y (11) 

§ 4. De formule (11) is dezelfde als (4). Immers bet anijdende 

vlak kan worden voorgesteld door de vergelijking x Cos ct H- 

y Cosp-^ z Cos y = ; en nu is duidelijk dat y =: d en das 

^o. Sin^y _ . , . Co8X .. , . ^. - . 

Iff' 9 =r ----- — ; verder is tg ^ z=i -r , waaruit volgt 8tnr ^ = 

Co^'y (7o«p 

en C/05* 4^ = 



Co6^ ji -I- (7o«3 p ^ Co8^ gt j^ Cos^ p' 

Door substitutie van deze waarden in (4) gaat deze , na gemak- 
kelijke herleiding, over in (11). 

§ 5. Wij willen thans bepalen het ombullend oppervlak der 
vlakken, die aan de vraag voldoen. De vergelijking van een der- 
gelijk vlak is in het algemeen x Cos « 4- y Cos fi-h z Cos y = 0, 
met de voorwaarde dat p Cos^ a -^ q Cos^ ^ = Cos^ y is. Wij 
schrijven deze vergelijkingen onder den vorm 

/or -{- my 4- 2? = (12) 

en pl^ + qm^z=zl (13) 

Volgens de bekende methode, vinden wij uit (12) 

dm 

en uit (13) ^=_£. 

dl qm 

Uit do beide laatste vergelijkingen volgt door eliininatie 

pi 

X y =0. . • (14) 

qm ' 
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De vergelyking van het omhnllend opper?lak wordt nu verkre- 
gcn door tusschen (12), (13) en (14) / en in te elimineeren. 
Dit geeft tot resultaat 

of na invoering der waarden van j? en $', 

x^ ifi z^ 



a8^39_,.2J • 59^^8_c3) c3(fl»-|-^2^ 

Had men, in plaats van een vlak, door den oorsprong gaande, 
genomen een vlak, gaande door het punt ar, , y^, z^, en welks 
vergelyking derhalve is 

{x — x^) Cos et -^{y — y^ Cos ^ -f {z — • 2,) Co* y = , 
dan vindt men voor het omhnllend oppervlak der vlak ken , die de 
beide hyperboloiden en den gemeenschappelijken asymptoten-kegel 

volgens gelijkzijdige hyperbolen snijden . 

{x — x,yi . {y—y,f iiZZil^i-n nr^ 



a2 (^3 _ t;3^ ^2 (^» _ ^8^ ^8 (^2 4- L^) 

zijnde een elllptische kegel. 

§ 6. Wij zullen ten slotte uit de formulen (2) en (16) nog 
eenigo gevolgen afleiden. 

1. Is c de kleinste balve-as, dan zijo de boeken \}/ en d wille- 
keurig en de as van den kegel (16) erenwydig aan de ^-as. 

2. Is d^c^fl, dan is de as van den ombuUenden kegel even- 
wydig aan de ar-as. 

De hoek ^ moet dan voldoen aan de voorwaarde . dat 

a2(5« — c2)5m2 4,>A2(c3_a2)eo.«4, of ^^8 4. > ^lijuflj. 

a* (p* — t*) 

3. Is aN<?^5, dan is de as van (16) evenwijdig aan de y-as, 
en de boek 4^ moet zoodanig genomen worden dat 

flS (c8 — ^2) sin^ 4, ^ 5s (^2 _ ci) Coi? * of ig^ * < -^f^J. 

4. Is c de grootste der drie balve-assen , dan zijn geene ge- 
Ijjkzijdig-hyperboliscbe doorsneden mogelijk. 

5. In bet algemcen blykt dus , dat de as van den ombullings- 
kegel evenwydig is aan die coordinaten-as , op welke kde leinste 
der drie halve-assen is uitgezet. 
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DE ABERRATIE VAN 'T LICHT. 

Door Dr. Q, SCEOUTBN. 

Toen ik een opstel, onder bovenstaand opschrift, opzond ter 
plaatsing in het Archie/, was my de theorie van de Hodograaph 
uog niet bekend. 

Deze theorie, toegepast op de aberratie der vaste sterren, geeft 
onmiddellijk bet resultaat, uitgedrukt in bovenbedoeld opstel, dat 
voorkomt in bet 3e deel van bet Archie/, bl. 302 en v.v. 

Immers , uit fig. I van plaat VIII kan blyken , dat de afwy- 
king der ster van baar ware plaats , gemeten in een vlak even- 
w^dig aan dat der ecliptica , evenredig is aan de snelheid van 
*t oog des waarnemers. 

Laten wy dus de parallaxis der ster en de dagelijkscbe wenteling 
der aarde buiten rekening , dan moet de baan , die de ster in 
dat vlak om baar ware plaats zal scbijnen te bescbryven, gelyk- 
vormig zijn aan de Hodograapb der beweging van bet middelpunt 
der aarde om de zon. Deze is een cirkel , terwyl de bodo- 
grapbiscbe oorsprong een excentriciteit beeft , gelyk aan die der 
aardbaan. 

Docb ook by deze afleiding worden de tweede en boogere 
macbten van de verbouding tusscben de snelbeden van 't oog en 
van 't licbt verwaarloosd. Br is tocb aangenomen, dat de afwyking 
der ster evenredig is aan de snelheid van *t oog ; en dit zon 
alleen dan waar zijn , als 't licht altijd denzelfden tijd noodig 
had, om van 't knooppunt tot bet netvlies te komen; docb, daar 
dit den licbtstraal met veranderlijke snelheid tegemoet komt , is 
dit niet het geval, en dus de onderstelling niet volkomen juist. 

Verder wenscb ik nog een opmerking te maken. 

Als ik beweer, dat de termen van de tweede orde in de formulen 
voor de aberratie , voorkomende in Sphdrische Adronomie van 
BniiKNOW, bl. 199, geen vertrouwen verdienen , dan moet dit 
niet opgevat worden in den zin , als zouden mijne formulen ter 
berekening van de aberratie in lengte en breedte de voorkeur 
verdienen bovcn gene , maar alleen zoo , dat myne formulen de 
aberratie geven ten opzichte van de ware plaats der ster , terwyl 
die van Bbunhow ze geren met betrekking tot een gemiddelde 
plaats , waarvan de ligging ten opzichte van de ware gegeven 
wordt door de termen, die ik behouden heb, en die niet afhangen 



200 

Tan het oogenblik der waarneming, terwijl Brunhow deze buiten 
rekeniiig heeft gelaten. 

Daarom kunnen de formulen van Bbun50W niet de beweging 
der ster geven. 

*t Lydt overigens geen twijfel, dat de analytische weg, die tot 
de fonnnlen voert, verre de voorkeur verdient boven den syn- 
thetiselLen , door mij gevolgd, zoowel cm de algemeenheid van 
toepassing , als om de symmetrie der uitkomst. Maar dien weg 
bewandelende , krijgt men geen gezicht op de ware beweging der 
ster ; en om die te laten zien , was het doel , dat ik beoogde met 
het openbaarmaken van mijn opstel. 

Ik neem tevens deze gelegenheid waar, om een font te verbeteren. 
Op bl. 818, regel 20 v» b. , staat Noord- of Zuid-pool des Hemels, 
dit moet zyn: Noord- of Zuid-pool der Ecliptica. 
Kampen, 14 Febr. 1875. 



KR0MLIJNI6E BEWE6IN6 VAN DEN BILJAaDBAL. 

Door Dr. F. 7 AN IFAGENINGEN Jz. 



Het vlak van het biljard zij gekozen tot vlak der xi/; een ;f-a8 
hebben w^ blijkbaar niet noodig. In bet vlak xi/ trekken wij twee 
recbthoekige assen zoodanig, dat de positieve riehting van de or-as, 
door een draaiing van 90^ in de riehting van de wijzers van een 
unrwerki met de positieve riehting van de ^-as komt samen te 
vallen. 

De beweging van den bal wordt op ieder oogenblik uitgedrukt 
door zeven grootheden, namelijk de coordinaten van het punt, waar 
hg zich bevindt, zijne absolute snelheid, de riehting dier snelheid, 
en de drie componenten in bepaalde richtingen van z^'ne rotatie. 
Deze grootheden kan men zich op een bepaald tijdstip aU wille- 
keurig gegeven denken ; ons doel is om de veranderingen dier 
grootheden na te gaan. De eenige oorzaak van deze veranderingen 
is de wr^'vingsweerstand , welken het laken van het biljard op het 
laagste punt van den bal uitoefent. Deze weerstand wordt uitge- 
drukt door iw^, wanneer m de massa van den bal, ff de versnel- 
ling van de zwaartekracht , / de wrijvingscoefficient beteekenen. 
Deze wrijvings weerstand werkt in den zin tegengesteld aan de 
richtingy waarin het laagste punt van den bal over het laken schuift. 
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welke richting in het algemeen verschili ran de richting, waarin 
de bal zich voortbeweegt, Brengen wij deze kracht orer oaarhei 
zwaartepunt (middelpunt) van den bal, dan zal zij ons de bewe- 
giog van dat punt doen kennen; tot deze overbrenging is een 
koppel noodig, hetwelk de richting der rotatie^as en de hoeksnel- 
heid om deze wijzigen zal^ deze wijzigingen worden volkomen 
bepaald door de w^'zigingen van de drie componenten der rotatie. 

Gaan wij thans over tot de oplossing van het gestelde probleem. 

Voor een onbepaald tijdstip t noemen wij de snelheid van den 
bal (d, i. van zijn middelpunt) v; de richting dier snelheid make 
een hoek met de or-as; en de drie componenten der omwente- 
lingssnelheid duiden w^ aan door de letters p, q en r, welke 
componenten w^' nemen in de richtingen van de ^-as, van de y-as 
en Tan den vertikaal. 

Het eerste, wat wy te doen hebben, is de richting van den wrij- 
vingsweerstand te bepalenj daarvoor moeten wij kennen de richting, 
waarin het onderste punt van den bal zich over het laken beweegt. 
Deze richting is het resultaat van de snelheid van den bal v, en 
van z^'n omwentelingssnelheid. De snelheid v levert in de richting 
van de ar-as een component v Cos $ , en in die der y-as een com- 
ponent V Sin 0, De hoeksnelheid p levert alleen in de richting 
der y-as een component pa (a is de straal van den bal) ; terw^'l 
de hoeksnelheid q alleen in de richting der or-as een component 
— qa oplevert, en de hoeksnelheid r geene beweging aan het 
onderste punt mededeelt. 

Dit punt beweegt zich dus 

met eene snelheid — qa-^v Cos in de richting der ar-as , 
„ „ „ -H^fl-+-t?5m$ „ „ „ „ y-as. 

Zij i|^ de hoek, welken de richting der beweging van het onderste 

punt met de x-as maakt, dan is 

— j'fl -t- r Cos 

* |/ 1( — qa-^v Cos (f)' -f- (pa -f- o Sin ^)*} * 

pa + v Sin 
^'^ |/ 1 (— jra -f r Cos <Pf -^(pa-^v Sin ^)* J ' 

De wrijvingsweerstandeu in de richting der a*- en y-as worden 
nu uitgedrukt door de formulen 

W,= — mgfCos^ en Vs"y = ^ mgf 8in^ . . . (1) 

Het negatieve teeken drukt nit, dat deze weerstanden werken in 

de tegengestelde richting der beweging van het onderste punt over 

bet laken. Deze twee krachten, overgebracht naar het middelpunt 



202 

van den bal, levercn onmiddellijk 

^•^= — ^9/009^ en m-^z= ^mgf Sin^ . .(2) 

De momenten der verplaatsingskoppels zijn 

»f, = aWy en M^, =z= — aW,. 

Het moment van traagheid van een bol ten opzicbte van eene 
2 
middellijn - a^m zijnde, zoo heeft men, daar alle middellijnen van 

den bol hoofd-assen zijn , 

2 dp 2 

-««/>*--. = M^ = -f- fl W =: — amgfSin ^ = ^ am ^, 

2 dq ^2^. 

-za-m-j- z= My = — /i Wx =r -h avgfCois ^ =z -^am — ^. 

Ifi^ruit vindt men door intei^ratie 

^ . dx 2a 



(3) 






(4) 



waarin p^Q en ^''^ constanten der integratie zijn, welker beteekenis 
wij straks zullen leeren kennen. 

Uit de formulen (3) vindt men nog 



*>« 



dp _ — Sw j/ _ -~ j9/z ^ t? ^zV; Z) /"^"^ 5 ^^ ^^^_ 7p—2p'f^ 
dq Con^ "~ — ^^i-hrC;;«>P 2a 7^ — 2fl''ft' 

waaruit men door integratie vindt 

loff {7p — 2p'^;) ^logoL =z log {Iq — 2q'^ — kg p , 

of ^^-^A ^ ^g--g ^o_ t^((7;>-Vo)' + (7g~2gV"l 

De verhouding x : ft is hierin de constante der intrgratie. 
De eerste der vergelijkingen (3) geeft verder 

2a dp pa -^ r Sin 

— -- ^^gfSm^ =—9f 



5 dt *'•' 1/ |( — qa-k-v Cos 0f -f- (j5a + v Sv^ 0f^ ' 

Hierin de waarden van vSin0 en vCos0 uit (4) substitueereiide, 
vindt men 

2fl? dp __ 7p — 2/7*0 

P^'5r~"'r/{(7;;-.2;7V»-h(7^-^2^V«)' 
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of met inachtneming ran (5) 

2a dp 



S>fg di !/(«« -H 0«) ' 



'>.a 



waaruit _(p_p„) =____/ . t .... (6,) 

waarin ;7q de constante der integratie ; deze is de waarde van /? 
voor ^ = , d. i. de initiale hoeksnelheid p. Op gelijke wijze 
vindt men uit de tireede vergelijking (3) door eene nieuwe inte- 
gnitie , en invoering eener andere constante q^ 

2a P 

Deze laatste integratie was echtcr overbodig, want (5) geeft 
eene betrekking tusschen p tn q ; (6^) geeft er eene tusscben p en 
t; hieruit kan men door eliminatie van ;? eene betrekking tusschen 
5^ en / vinden, welke (6 ) ons ook geeft; er moet dus eene betrek- 
king bestaan tusschen de constanten <* J 3 , i?o ®^ ^o » ^olke door 
de drie integratien zijn ingevoerd. Deze opmerking gebruiken wij 
liefst om de cerst ingevoerde, n.l. a : |3, in de initiale gegevens uit 
te drukkcn. Wij geraken onmiddellijk tot dit doel door (5) toe 
te passen op het tijdstip t = Oy wanneer p zz: p^ en q = q^ zijn ; 
men verkrijgt dan 

7^0 - 2j'' o __ 7go ~ 2g'o _ r 

waarin ter bekorting 

P = 1/ { (7;>o — 2?'o)* + (7?o - 22'o)* } • 
De vergelijkingen (6) gaan hierdoor over in 

2a- , 7jBo — 2p', 1 

Er blijft nog over om ar en y in functie van t uit te drukken. 
De eerste vergelijking (4) geeft 

of in verband met de tweede vergelijking (8) 

waaruit door differentiatie en inte^atie 



(7) 



(8) 
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^=//^''":^g«=coustant (9,) 

z^x,=fffh2^^t*^j{q^-g'^l.. . .(10.) 
Op gelijke wyze verkrijgt men 

— = — /<7 = constant, .... (Uy) 

y - yo = _ /(, ^^0 ~ ^^'^ <* + ^ (/^o - /-'o) '• • (10,) 

Door eliminatie van i uit de vergelykingen (10) verkrijgt men 
de vergelijking der baan van het middelpunt van den bal. 

De vergelykingen (0) duiden aan, dat de versnellingen in de rich- 
iingen der assen constant z\jn; de resultante van deze is dus constant 
in richting en grootte, waaruit volgt dat de baan eene parabool is , 
welker as met de richting van de resultante samenvalt. Is ^ de 
boek, welken de as der parabool met de or-as maakt, dan beeft men 









p 

Daar de richting der versnelling constant is, moet ook het laagste 
punt van den bal steeds in dezelfde richting over het laken schui- 
ven. Men znl door middel der formulen (2) terstond vinden 

Sin 'i> =1 — Sin % en Cos J/ =r — Cos ^. 

Zoeken wij thans de beteekenis der grootheden p'^ en q'^^ welke 
reeds in den aanvang als integratie-constanten zyn ingevoerd. 
De vergelijkingen (4), toegepast voor tzizO^ geven 

2a 

2a > (^2) 

Vq Sin (^0 = + -jiPa—P'o) ; 

waardoor de grootheden p*^ en q*Q in de initiale gegevens zyn uit- 
gedrukt ; doch aanstonds zullen wij nog eene andere beteekenis voor 
deze grootheden vinden. 

De formulen en wetten van beweging, welke wij hier ontwikkeld 
hebben , bl\jven slechts geldig , zoolang de bal over het laken 
schuift ; eenmaal houdt dat schuiven op, om over te gaan in roUen, 
en de beweging gaat over in eene eenparige (roUende wr^ving en 
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andere weerstanden buiten rekening gelaten) rechtlijnige ; wij zuUen 

gaan zoeken, hoe dezen eindtoestand ia de gegevens uit te drukken. 

Wanneer de wrijving ophoudt , moet de snelheid van de bewe- 

wing van bet ondersle punt over bet laken gelijk worden, dat is 

1/ J(— ^a-^-^Coi d)* 4- (/?a -f- r Sin ^)* j = , 

of — j'a -H r Cos en pa-\-v Sin =: 0. 

Brengt men deze in verband met (4), dan vindt men 

7^ — 2$^ = ^ ^° 7/? — 2i?'o = 0, . . . . (13) 
Substitueert men bierin de waarden van p tn q uit (8), dan 
vindt men natuurlijk uit beide dezelfde waarde 

2(1 P 

'=m---- <"' 

voor bet tijdstip, waarop de kromlijnige beweging overgaafc in eene 
rechtlijnige. Van af dat oogenblik blijven de formulen (13) gelden, 
en men vindt voor de waarden van /? en §' de constantc grootheden 

2 2 

P=7jP'(i en q — j^q'ol 

en bieruit blijkt de beteekenis van de grootheden p*Q en q'^. 
Deze waarden in (4) invoerende, vindt men 

dx .2 

d, 2 ^ • • • • • (IS) 

— = t? 5e« 4) = ~ - a;?'o ; 

welke uitdrukkingen eveneens geldig blijven voor vervolg van tijd. 
Eindelijk geven de formulen (10,) en (lOy) door substitutie van 
(14) de coordinaten van het punt, waar de kromlijnige beweging 
overgaat in eene rechtlijnige. 

2a»P 

2««p (-.... (16) 

Ten slotte zij nog opgemerkt, dat de rotatie r om de vertikaal 
geheel onveranderd blijft voortbestaan , zoowel gedurende de aan- 
vankelijke parabolischci als later gedurende de rechtl^nige beweging. 
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lETS OVER DE QUADRATUtJR VAN SIMON VAN DER EYCKE 

EN HARE GEVOLGEN. 

Door D. BIEREN8 DE HAAN. 

{Vcrvolg en Slot.) 

18. En nu hebben wij de aaneeoschakeling nagegaan der onder- 
zoekingen , die outsproten zyn nit de wederlegging van Simon 
VAN DEB Etcke'b quadratuur door LuDOLr van Ceulbn. Wij 
keeren dus tot den eerstgemelden terug , en liebben dan vooreerst 
to maken met zyne bestrijding door Adbiaan Akthonisz.. Hier- 
van was reeds sprake in eene voorrede van Ludolf van Cettlen : 
zie boven K^. 6. 

Deze Adbiaan Anthonisz. werd omstreeks bet jaar 1527 te 
Metz geboren. Hier te lande in krijgsdienst gekomen , en wel by 
bet wapen der genie , bewees hij in den tacbtigjarigen oorlog 
zulke goede diensten aan de Statec , dal bg tot „Sterktebouw- 
meester der Vereenigbde Nederlanden" werd benoemd : later in 
1573 werd by „Burgemeester der stadt Alcmaer^\ alwaar by in 
1607 overleed, Hij was gebuwd met Suida Diboesdoghteb nit 
bet buis van Brederode. Twee zijner zoons, Adbiaan en Jacobus, 
verkregen, terwijl zy te Leiden studeerden, den bijnaam van 
„Metiu8": zij namen dien aan, in plaats van bnn oorspronkelijken 
naam Adbiaansz. ; en zyn dns bekend geworden als Adbiaan 
Mbtius en Jacobus Metius. Deze laatste bield zicb bezig met 
bet slijpen van glazen voor verrekijkers , bij welker uitvinding 
bij een zekeren rol beeft gespeeld. 

De andere , Adbiaan Mbtius , geboren te Alkmaar den Oden 
December 1571, promoveerde te Leiden in de medicijnen , doch 
legde zicb voornamelijk op wiskunde toe , met dat gevolg, dat by 
in 1600 beroepen werd als Hoogleeraar in de Wisknnde aan de 
Friescbe Akademie ; welke betrekking by bekleedde tot aan zyn 
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dood , den Gden September 1635 ; hij werd opgevolgd door 
B. PuLLBKiLS. Adbiaan Metius schfcef verscHillende werken , 
waarvan wij er straks eenige zullen leeren kenneti ; omdat het 
Toornamelyk uit die schriften is , dat het mogeligk is geworden , 
om alle verkeerde onderstellingen en opgaven ten opzichte ran 
de „verhouding van Metius" tot klaarheid te brengen. 

Het eerste dier werken, die hier in aanmerking komen, is zijn 
„Manuaie Arilhmelicae et Geometriae Praciicae'\ in 1683 te Frant' 
her uitgekomen in 8^., en waarvan er in 164!6 eene *„Tweede Editie" 
te Franeker uitkwam door de zorgen van bovenvermelden B. Pul- 
LEKius : inmiddels was de eerste uitgave overgedrukt te ^Amater- 
dam 163-1 , in 8^. In de uitgave van 1646 leest men, bladz. 151, 

„By mijn saligbe Vader gevonden // middelraminge , seggende 
als de Dia- // meler is 113 , soo geeft den omring des // Cir- 
culs 356 gedeelten , is geen verschil // van een rrrrrr gedeeltc^ 
daerom dese // proporlie , sonder eenige mcrckelijcke // fante in 
een Circul, zijnde soo groot // als de Circumfereniie van H aertrijck 
ge- // brnyckt can werden." 
en in die van 1034 op bladz. 102 

„Nu kanmen // wel tnsscben bey den naerderen/ gelyck by 
myn sali- // ghe Vader eene middelraming gevonden is.'* 

Op deze beide plaatsen wordt echter niets vermeld omtrent de 
wijze van afleidiog: hier wordt dus alleen bevestigd , dat de 
vader van Aduia^an Mktius die verhouding gevonden had. 

19. Gaan wy terug tot een vroeger werk van 1625 , zijn 
i^Arithmetica et Geometrica Nova, Franeker" 1625; 16, 118, 308, 
203 badz. in 4P, (ook *i640, 16, 118, 426, 28 bladz. in 40.), 
zoo leert ons het Cap. IV, Partis II „de Mensura Circuit'* niets 
nieuws, maar in de Pars I, Cap X de Circulo^ bladz. 88, lezen wg 

^Parens P. M, Illuatrium DB Ordinum // Ccnfoederaiarum Belgiae 
Provinciarum Geometra in libello quern conscrip- // ait adversui Quadra* 
tura circuli Simonii a Quercu // demonstravit proportionem peripheriae 

17 977 

ad mam ] I diamctrnit esse minor cm 3 — , hoc est — «), ma'/fjorem 
^ foi *^ ' ^^^ ^*^ lofi » 9[^arum proportionum // intermedia existit 8 ~, 
site ~. Quae quidem in- // ter media proportio paulh major est 
quam ea // quam invenit M. Ludolph ct Collen, cujui tamen // 
differentia est minor ^^ e), 

877 ...... IB 



fl) mot't zijn t -rsT* ^) '"^oei zgn: 8 — , e) moet ijja : 
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En hierait zien w^\ dat de bevruste „middelram{ng" niets anders 
is dan het nemen van een rekenknnstig midden tusschen de 

17 

tellers en de noemers van twee waarden 3 tj = 3,141667 en 

3^^ = 3.1415094, namelyk 3^^=3,1415929; het is wel 

merkwanrdig , dat de beide eerste waarden slecbts in drie deci- 
malen, de derde daarentegen in zes decimalen juist is. Men weet 
trouwens , dat deze de vierde naderingsbrenk is van 1 : sr , ont- 
wikkeld in de kettingbreuk [3, 7, 15, 1, 292, 1 ,...] , die acbter- 

cenvolgens geeft 1 , I , 1?? , 11? , ^^. Bovendien blykt nit het 

aangehaalde , dat de vader van A. Mbtius z^ne verhouding vond 
b^ de bestrijding van Simon tan dsb Etoke. 

Weinig heeft echter Metius vermoed. dat zgne twee letters 
P. M. (Piae Memoriae) aan Montucla aanleiding zonden geven, 
om die ontdekking aan „Piebiie Metiub" toe te schr^'ven : dit 
heeft men Montucla telkens nageschreven , en eenmaal alzoo op 
het dwaalspoor gebragt, is men uiet tot nader onderzoek over- 
gegaan. In lateren tijd verklaarden onze J. H. yan Swinden in 
zyne: * „Grfondbeginseh der Meethunde^ 2e druh ^ Amst 1816," in 
8®., bladz. 305 , en G. Moll in zijne : *„GescMedkundiff onderzoek 
naar de eersie uitvinden der verrek^kers , Atnst, 1830 ," in 4fi. , 
het boekje verloren, en J. J. Dodt yan Plbnsbubo heeft getracht 
te bewyzen in zyn : * j^Letterhundige Aanteekeningen", dat het althans 
Yoor 1595 niet gedrukt is geworden. Het is mij mogen gelukken, 
hieromtrent tot meer zekerheid te komen. 

20. Het eenigste boekje, dat naar m^'n weten van Adbtaan 
Anthonisz. bekend is, en waarvan m^* wederom nergens een 
tweede exemplaar is onder de oogen gekomen , heeft tot titel : 
*„SoluH€ op de ee en vijftichste ende tweeentijftich^te Propo€itie 
6ij Meeiter Nicolaum Petri Dauentriensem, Ghedaen Uj Adriaan 
JnUumij , Alcmarianum Geometrum V Alcmaer , Anno 1589 , 
24 bladz. in 4^., zonder pagineering. In den tekst is telkens 
ruimte overgelaten voor de fignren, die ait de hand met schr\jf- 
inkt zijn geteekend : de letters daarbij gevoegd zijn met dezelfde 
hand als de zeven „Errata" op de laatste bladzijde geschreven : 
waarsch^nlijk is dit dns door den schr\jver zelf gedaan , wiens 
portret op het titelblad in hontsnede voorkomt. Dit boekje is 
dns op zich zelf reeds merkwaardig, maar voor ons doel is de 
yoorrede van groot belang; deze begint aldus. 
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^Totten Const liefhebbende Leser. // HET sullen ter auontuere 
«iiige verwondert sijn van dat wy eer- // tydts Hebben gesclireuen 
tegens den Quadrature des Circkels // van Meester Symon van 
Eycke/ en nu weder dese bedencken // en waernemingen op enige 
Propositie by Meester Nicolaum // Petri Dauentriensem voor 
gheweut / als ofte wy onse werck // alleenlick daer van sochten 
te maken omme eene ygelick te be- // rispen." 

En zegt lets verder : 

,,maar hebben lieuer gewilt dat bet selue gescbiede by ge- 
^chrifte dan // by eenich mondelingbe Eappoort ofte openbaer- 
licken inden Drucke / op dattet // niet schynS en souden dat 
wy yets wat verkeerdelick hadden aengegeuen ende // verclaert/ 
ofte dat wy sochten des Authoors schade in synS gedruckte 
Exemp- // laren /. . . // Wy souden oock connen tot alien ty-// de 
^s wy willen tselue . . inde drucke veruor- // deren. Maer 
wat salt connen gelden : nu de Authoor (geweken synde van 
«yn5 // eersten Inuentie) eenen anderen Quadrature weder van 
nieuws Anno 86 ter // baenen heeft gebracbt. / Als namentl^'ck des 
I^icolai Cusani / Die ouerlange «) door Jobannem Eegiomontannm is 
weeder gelecht ende geconfuteert/ Ende // omne sulcxwy daerom 
geen arbeyt nocb moeyten beboeuen te doen.*' 

Hieruit bl\jkt dus , dat bet boekje van Anthonisz. in bet jaar 
1589 nog niet gedrukt was, alboewel uit den aanbef kan worden 
opgemaakt , dat bet — z\j bet dan in afschrift — genoegzaam 
verspreid is geweest, om bet van algemeen bekendheid te onder- 
stellen. Verder blijkt hieruit , hoe Anthonisz. zeer nederig en 
«lle8 behalve twistgierig is geweest. 

Het boekje zelf bevat negen „Eegelen" over de oplossing der 
twee propositien , en verder „aanmerckinghe" en ,Jbedencken" op 
«enige boofdstukken van den arbeid van Nigola.ab Petbi, 

Hierby moet nog worden opgemerkt, dat Adbiaan Akthoniisz. 
bij Besolutie der State n van HoUandt , eerst 5 December 1687 , 
later 12 July 1595, octroy verkreeg o. a. over „een boucxke van 
de meetinghe des circkels," zoodat by toen het plan van uitgave 
nog niet geheel scbijnt te hebben opgegeven. 

21, Ten slotte ontmoeten wy Adriaan tan Boombk als be- 
strijder van Simon yak ber Eyceb. Diens laatste quadratuur, 
ssooals zij voorkomt in zijn „Claerder Betcijs** (zie N®. 5), wa» 



a) Id margine is met inkt hierby geschreven: ntydt*'. 

14 
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overgenomen door Nicolaus Eatmabus Ubbus Dithmabsus in zgnr 
yflkindamentum Aatronomicum Argent^ 1588 /* 88 bladz. in 4fi» Deze 
geleerde had den vemnftigen inval, om z\jne figuren tusschen de tekst 
optedragen aan yerscliillende meer of min beroemde t^'dgenooten ,. 
en alzoo eene merkwaardige b\jdrage te leveren tot de geschiedeni» 
der wetenschap in die dagen : men vindt die opdracbten op bladz. 

6 Laurentio Tuppio , 21 Edoni Uilderico Erisio, 

7 Conradi Dasypodio, 21 Philippo Apiano Petri filio, 
9 Jnsto Byrgiy 22 Michaeli Maestlino, 

10 Simoni a Quercu , 23 Valentino Ottoni , 

11 Davidi Yuolkenstenio , 26 Henrico Brucaeo, 

12 Thomae Einchio , 26 Christophoro Clauio Bamber* 

16 Paulo Vuittichio , gensi Salvo venerande Sacerdos,. 

17 Barptolemaeo Sculteto , 28 Matthaeo Badeno , 

18 Gerardo Mercatori cum 29 Johanni Jungen , 

filijs et nepoti , 85 Yictorino Schonfelt Budissino^ 

19 Alberto Leonino a Groneuoude,d6 Casparo Peucero Budissino , 

20 Laraso Schonero, 40 Joanni Dee Anglo, 
en op den titel : Principi Hassiae &c Guilielmo. 

In het tweede boofdstuk ^Be Quadratione Circuli*' bewijst by 
op bladz. 10 de meetkundige constructie van SiHOK yan deb Etokb» 

Het was deze quadratuur/ die bestreden werd door Adbiaan 
YAN BooMEK (geboren 29 September 1561 te Leuven en overleden 
te Mainz 8 Mei 1615), en wel in zijn werk : „ln JrchimedU 
Circuli Dimensiofiem Expoaitio et Analysis, Apologia pro Archimedes 
Wurzburg 1597," 116 biz. in folio, dat gericbt was tegen 
JosEPHVs SoALiGER, Obontiub Einaeus en Eatmabus Ubsus. 
Het tweede gedeelte van dit werk , de „Exercitationes Cyclicae^* in 
drie deelen tien gesprekken leverende , bevat in het tweede deel 
de ^Dialogus Funicm^\ bet onderzoek der quadra tuur van Nicolaus 
Baymabub Ubsus Dithmabub, die bij ecbter te buis brengt b^ 
Simon a Quebou. Het gesprek wordt gevoerd tusschen drie personen 
Eutheobus, Caenophilus en Poltponds, en eindigt aldus, bladz. 86: 

„EFT, • • • Sed haec de psetidotetragonismo vel Raymari, velSimonis^ 
de Quercu, vel potius Cuaani (by had iets vroeger aangetoond, dat 
die quadratuur eigenlijk op die van den kardinaal NiooLArs be 
Cuba nederkomt), per vtrumque praece- // dentium approbaio, auffi^ 
ciatit , nihil enim inuenimua in illo , quod animum noatrum posHi 
afjicere. Caen. Cum igiiur ape med // fruatratua aim tarn in Nicolaty 
Jtayniaro quam in Orontio , quid de Scaligero aentia ? Eut. lane tihi 
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esi ad manut? Caen. EmL // En ilium vna cum appendice. £vT. 
Hypus aane eH RaphaUngio viro de re Typographica oplM merito 
dignimmm. UoU // landiae ordinibua dedicatum opus inuenio" 

En hiermede komt hy tot de prachtig iiitgevoerde *„Jo8epki 
Scaligeri Jul. Caes, F. Cyclomeirka Mementa dvo, Lugd. Bat. 1594/' 
12 , 124 , 35 bladz. in folio : tegen wien eigenl^jk het geheele 
werk van Adbiakfs Bomakits gericht was. 

22. Men ziet, dat werkelijk de quadratuur van Simon van pee 
Eyokb belangrijk mag heeten wegens de werken , waartoe zij de 
aanleiding is geworden ; hetgeen daarover konde medegedeeld wor- 
den, maakt gansch geen aanspraak op voUedigheid : maar misschien 
kan het aanleiding geven tot verdere nasporingen op dit gebied, en 
daarom konde liet in dit tijdschrift op zjjne plaats gerekend worden. 
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qiielqaes iategrales d^finies noayelles. Par Z. Oraindorge, 
SCIL. ZEITSCHR. B. 18, S. 315 — 318. Ueber einige Integralen ?on allge- 

meiner Form. Von Schlomileh^ 
id. S. 407 — 415. Ueber einige bestimmte Integrale. Von A* JSnmeper, 
GR. ARCH. B. 65, S. 59 — 63. Ueber das bestimmte Integrale 

/•2^[ d(p 

Z A-*-S Coi(p-f- CSin (p * 

iD welchen J, B, C beliebige (reelle oder) complexe Constanten sind. 
id. 8. 219—220. Ein Beitrag zar nabernngsweisen Berechnnng bestimmter 

Integrale. Von Ligoioski, 
N. A. M. D. T. 18, p. 676. Question d'Examen. Par M. 8, BsalU, 
8CHL. ZEITSCHR. B. 19, S. 90—92. Ueber die Answertbnng des Integrals 

/ ■ Von Worpitzky. 

GR. ARCH. B. 56, S. 292—297. Bemerknngen fiber Cylinder-Fnnctionen. 
Von 5. Gunther, 
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N. A. D. M. T. 12. p. 6—10. Sur un nouveau mode de constrnction des 

coniqaes. Par M. Abtl Tranton, 
id. p. 21—22. Sur la th^orime de Dandelin. Par M. Abel Tranfon, 
id. p. 23—26. E](trait d'ane lettre de M, houeet, 
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N. A. D M. T. 12, p. 88>-41. QnestioD 1030. 
id. p. 41—13. Question 1094. 
id. p. 4 (-—45. Question 1095. 
id. p. 45—47. Question 1096. 

id. p* 89 — 92. Th^or^mes snr les ooniqaes etsur lea sarfnces de second nrdre. 
Par M. L, Saliel. 
p. 189—143. Qaestion 1100. 
185—186. Qaestion 1052. 
187—188. Question 1086. 
190—191. Question 1109. 
278— 285. Questions 1112-1110. 
S2S— 380. Qaestion 1049. 
451—458. Qaestion 1006. 
475.^76. Question 1067. 
524 — 525. £ztrait d'ane letire de M. Qambey. 
8CBL. ZEITSGHR. B. 18, S. 106— 110* Ueber die Nonnolen der Ellipse. 

Von F. S, Echhardi. 
If. A. D. U. T. 13, p. 49 — 51 1 105 — 106. Intersection de deai coniques 

ayant nu axe i^el com man. Par R, Le/ebure^ de Fourey^ 
id. p. 88 — 92. Solution de la question propos^e au concours d'admission k 

TEcole Normale en 1873, Par M. Ch, BfrisseJ. 
id. p. 93 — 97. Solution de la question propos^o au concours d'admission h 

TEcole Polytechnique en 1873. Par M. E. HeurtauU, 
id. p. 201, 202. Question 1018. 
id. p. 206. Question 1120. 
id. p. 2i4t—24,7. Qaestion 1012. 
id. p. 247—250. Question 1101. 

id. p. 293—394. Extrait d'une lettre de M. Bourguet. 
id. p. 318 — 330. Note sur la determination des foyers dans les lignes da 
second degr^ et dans les surfaces de revolution. Par M. //. Lemonnier, 
id. p. 849—351. Qaestion 1147. 
id. p. 438—440. Question 1024. 

id. p. 487 — 491. Generalisation de la question 1069. Par M. Koehler, 
id. p. 618 — 517. Sur les coniques bitangentes a nne autre coniqne. Par 

M. 22* Lefebure de Fourcy. 
id. p. 538 — 541. Extrait d'une lettre de M. Bourguet, 
6CHL. ZEITSCHR. B. 19 « S. 1 — 52. Sieben Vorlesungen ans der analytischen 

Geometric der Kegelscbnitten. Von 0, Heae* 
GR. ARCH. B.56, S. 107—109. Ueber einen Satz von der Parabel. Von 
Silldorf, 

KETTIKGBBSUK. 

If. A. D. M. T. 12, p. 477—480. Question 1111. 

€R. ARCH. B. 65, S. 392—404 Beitrage xnr Theorie der Kettenbriiche. Von 

S, Oiinther, 
CL. M. ANN. B. 7, S. 262—268. Ueber die allgemeine Anfldsnog von Glei- 

cbungen dnrch Kettenbruche. Von 8, OUnther^ 
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KBOMMiS L1J17EH (THEOBIB). 

N. ▲ D. M. T. 12, p. 118 — 126. Da rayon de coarbnre d*ane coarbe 

decrite par nn point d'une figure mobile. Par M. Saint'Loup, 
id. p. 57i~S72. Extrait d'ane lettre de M. Bourguet. 
CL. M. ANN. 6. 0. S. 1—15. Znr Theorie der Characteristiken. Von 

A, CUhteh, 
id. S. 83 — 63. Ueber Entsprechen von Pnnktsystemen auf eincr Carve. 

Von A. Brill. 
id. S. 208 — 215. Ueber ein neues Grnn^gebilde der analytischen Geometrie 

d^r Ebene. Von A, Clihseh» 
id. S. 241—263. Ueber Fasspunkts-Carven nnd •Flachen , Normalen and 

Normalebeneu. Vou R. Sturm, 
id. S. 264 — 312. Ueber Systeme von Kegelichnitten. Von Rotanes, 
id. S 321 — 329. Ueber die mecbanische Erzeogung Ton Carven. Von 

r, Schlegel, 
J. DE L. T. 18 , p. 202 — 211. Determination immediate, par le prineipe de 

correspondaoce , da nombre de points d'intersection de deax ooarbet 

d'ordre qaelconqae , qui se trouvent k distance fiaie. Par M. CAtslef, 
id. p. 212 — 219. Note relative k la determination da nombre des points 

d^ntersection de «1eux courbes d*ordre qaelconque , qui se troavent k 

distance finie. Par M. Chasles, 
ANN. EC. N. T. 2, p. 132 — 130. Note sur la transformation des conrbea 

par rayons vecteurs r^uiproqaes. Par M. Newenglowtki, 
i T. CR. B. 77 f S. 38 — 46. Ueber ebene algebraisohe Isotbermen. Von 

n. A, Schwartt* 
id. S. 263 — 268. Bemerkang zn der Oeisserscben die Cnrven dritter Ord- 

nnng betre£fenden Abbandlang: „Ueber zwei iceometriscbe Probleme** im 

67 Binde dieses Journales. Von Milinowski, 
8CHL ZElTSCHR B. 18, S. 868 — 886. Ueber die Erzengong der Cnrven dritter 

Classe and vierter Ordnang. Von W, Frahm. 
BULL. M. T. -i, p. 131 — 142. Snr Tabaissement de la classe d'ane coarbe 

produit par la presence d'an point de rebronssement. Par M. Painvin. 
id. T. 6 p. 138 — 144. Note snr I'intertection de deax coarbes. Par M. 

Painvin, 
id. p 186 — 190 Note snr le prineipe de correspondance. Par M. J7. G. Zeuthen, 
id. p. 206^240. Sur les transformations g^ometriques des conrbes planes. 

Par M. E, Dewulf, 
CR. ARCH. B. 65, S. 5 — 19. Ueber eine nene Art der conformen Abbildaag 

einer Ebene aaf eine andre. Von A, Wangerin, 
id. %, 426 — 428. Beweis fur das Crofton'scbe Theorem durch directe 

Arealrecbnung. Von R, Hoppe, 
N. A. D. U.' T. 18, p. 154, 155. Question 1064. 
id. p. 367 — 381. Sur les rayons de coarbnre des courbes planes. Par M. 

A. Laisant. 
id. p. 392—895. Question 1131. 
id. p. 571 — 578. Note snr Tenveloppe d'un systeme de coarbes planea. 

Far VL, A, Laitani, 
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SCHL, ZB1T8CHR. B« 19, 8. 08— 76. Zar Trantvertiilentheorie der ebenen 

algebraischen Curven. Yon S» Qundelfinger , 
id. S. 188 — 158. Ueber die osouUtorigcheii Kegelschnitte ebcner Carven* 

Von Bnueper, 
id. S. 170 — 176. Zar Erzeagang ?on Careen vierter nnd drittei OrdnUDg 

durch zwei coUiDeare Strahlsjsteme. Von R, Heger, 
id. S. 182 — 184. Beatimmang der OrdDOog und Clasae der Erolate einer 

beliebigen Curve liter Ordnung. Von Milinowski, 
CL. M. ANN. B. 7, S. 410—432. Sar lea diff^rentea formes det oourbet 

planes da qaatri^me ordre. Par M. E, G. Zeuihen, 
id. S. 496 — 511* Doppel tangen ten einer Carve nter Ordnnng. Yon Derteh. 
id. S. 607—622. Ueber die Correspondenzformel. Von A, Brill. 
€R. ARCB. B. 56, S. 1 — 7. Eine Aafgabe ana der Theorie der einhiillenden 

Carven. Von C, Wagntr, 
J. Y. CR. B. 78, S. 177—222. Zar Geometrie der ebenen Carven dritte^ 

Ordnung. Von Milincwiki» 



KBOMMB LIJKEK (bIJZONDEEE). 

N. A. D. M. T. 12, p. 29—34. Question 1081. 

id. p. 84--36. Queation 1088. 

id, p. 36. Question 1089. 

id. p. 186. 187. Question 1084. 

id. p. 356, 357. Sur lea pointa d'iuflexion d'une courbe da troiaiime degr^. 

Par M. A, de Sjinl-Oermain* 
id. p. 401 — 408. Note aur une probUme de geometrie analjtique. Par M. 

Z. Fainvin. 
id. p. 446—449. Queation 986. 
id. p. 455—459. Question 995. 
id. p. 459—460. Question 1029. 
id. p. 461—464. Question 1C22. 
id. p. 570-571. Extrait d'une lettre de M. / Ca$ey, 
id. p. 572—676. Question 944. 
id. p. 577—579. Questions 970 et 1028. 
CL. M. ANN. B. 6, S. 66—71. Note iiber die Doppeltangenten einer Curve 

vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt. Von A, Brill • 
id. S. 85—111. Ueber Curven dritter Ordnung (Forts, von Bd. V, 8. 40). 

Von E, Sehrbter. 
id. S. 688 — 642. Ueber ebene Curven dritter Ordnung mit einem Doppel- 
punkt. Von B» Igel, 
ANN. EG. N. T. 2, p. 149 — 200. M^moire aur la representation des trans- 

cendantes par des arcs de courbe. Par M. Alligret* 
J. V. CR. B. 76, S. 59—60. Erganiung zu dem Aufsatze. Ueber die For- 

men der Curven dritter Ordnnns; (B. 75, S. 153). Von if. Durige, 
8CHL. ZEITSCHR. B. 18, S. 319—828. Ueber die Epicjcloide and Hypo- 

cycloide. Von E, Eckhardt, 
id. S. 892—401. Die Gleichang der elastigen Linie willkilrlicb belatteter 

geraden Stabe. Von J, /. Wtyraueh* 
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atL, ARCH. B. 55, S. 19 — 21. Ueber einige Eigenschaften der Lemniscaten 

(Cassinischen CarTen). Von A, Wangerin, 
id. S. 168 — 174. Ueber einige Probleme der hoheren Geometrie. Yod 8. 

QHnther. 
id. S. 175—178. Zar Theorie der Concho'ide. Erste Mitiheilaog. Von 

Th, O, JffolUr. 
N. A. D. M. T. 13, p. 99 — 103. Solution d'ane qacftion de coDConrs d'agr^- 

gation de 1872. Par M. A, Tourrettet, 
id. p. 156—159. Qaestion 1076. 
id. p. 297—300. Qaestion 1121. 
id. p. 301—803. Qaestion 1127. 
id. p. 384, 835. Extrait d'ane lettre de M. Boueet, 
id. p. 425—431. Question 900. 

id, p. 446, 447. Extrait d*ane lettre de M. Bourguet. 
id. p. 4S3— 4S7. Qaestion 949. 

id. p. 533, 534. Extrait d'une lettre de M. E, Lemoine, 
id. p. 534—537. Extrait d*ane lettre de M. Haton de la Goupiiiihe, 
id. p. 576 — 579. Extrait d'une lettre de M. Bourguet. 
SCHU ZEITSCBR. B. 19, S. 115— 137* Ueber die Steiner*8cbe Hypocyclolde 

mit drei Riickkehrpunkten. Von Milinowtki, 
id. S. 536 — 549. Die Gleichuiig des elastigen Linie beliebig belasteter gera- 

den St&be bei gleichzeitiger Wirkung von Horizontal- (Axial.) kraften. 

Von S, Weyraueh, 
GR. ARCH. B. 56, S. 8—10. Cissoidalcarren. Von K, Zaradnii, 
id. S. 11 — 15. Ein geometrischer Lebrzatz. Von K, Zaradnii, 
id. S. 134 — 152. Rationale ebene Cnrven dritter Ordnang. Von K. Zuradnii, 
id. S. 180 — 187. Eigenschaften der ans rationalen ganzen Functionen dritter 

Grades entspringenden Curven. Von Z, Stoechly. 



KBOMME LIJKEK TAN DUBBELE KBOMMIKG. 

N. A. D. M. T. 12, p. 126—131, 179—183, 207—212. Determination des 

elements infinit^simanx relatifs aux lignes ^ doable conrbure. Far M. 

A, de Saint' Germain, 
id. p. 131—133. Extrait d'une lettre de M. Ph, Gilbert. 
id. p. 223 — 231. Solution de trois questions. Par M. Ch, Buehonnei, 
id. p. 315 — 319. Propriety caraeteristiqne de la droite rectifiante. Par 

M. Ch, Buchonnet, 
SCHL. ZEITSCHR. B. 18, 8. 552—587. Ueber Curven auf Rotationsflacbeti. 

Von Biehringer, 
9. A. D. M. T. 13, p. 294, 295. Question 1033. 
id. p. 573 — 575. Sur la Loxodromie d'une surface de r^Tolution quelconque. 

Par M. A, Laisant, 
SCHL. ZEITSCHR. B. 19, S. 180—182. Ueber die Curve , die entstebt , wenn 

sicb leicbte beftende Korpercben auf einer krnmmen Flilsbe aufbanfen 

Von B. Bilsert* 
id. S. S91 — 417. Ueber Biischel von Raumeurv^en dritter Ordnung in Ver* 

bluduDg mit Strablencomplexe. Von Silldorf, 
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HECHANICA. 

N. ▲. D. M. T. 12, p. 78—84. Sar la capillariU. Par M. Retal. 

id. p. 161 — 176. MoGyement d'ane point materiel pesant et libre dans an 

floide homog^oe en repos. Par M. 7%. Dieu, 
id. p. 257 — 265. Sur TacceUration uormale ii la trajectoire d*an point d'an 

syst^me invariable mobile dans son moQTement le plus g^o^ral. Par M. 

Sabinine, 
id. p. 385 — 401. Demonstration elementaire de la graTitation nniverselle. 

Par M:. X. Rodet, 
id. p. 495 — 500. Noavelie demonstration da paralieiograrame det forces.- 

Par M. Belhgue, 
id. p. 561 — 565. Essai sar la determination da frottemeni de Tair par 

an projectile oblong. Par M. //• Resal, 
CL. M. ANN. B. 6, S. 72^84. Einige Betrachtangen uber die Gleichungen 

der Hydrodynamik . Von JD, Bobyleio, 
id. S* 390 — 415. Ueber die Beziehangen zwischen den bei Centralbewegan- 

gen vorkommenden charakteristischen Curren. Von R. Ciatuius, 
J. DE L. T. 18, p. 1—24. Moavement d'an point materiel sar nne ligne 

fixe, en egard au frottement. Par M. Dieu, 
id. p. 47-^52. Addition an Memoire sar la Theorie des ondes etdesremons 

qai se propagent le long d'nn canal rectangalaire, etc. Par M. J. Botu* 

sinesg, 
id. p. 241 — 300. Sur nne theorie rationnelle de reqnilibre des terres 

fraichement remaees et ses applications aa calcal de la stabilite des mars 

de soulivement. Par M* Jf. Levy, 
id. p. 305 — 860. Recherches sar les principes de la Mecaniqae, sar la 

constitution moieculaire des eorps et sar une nonvelle theorie des gas 

parfaits. Par M. /. Boussinesq, 
id. p. 361 — 390. Note compiementaire au Memoires precedent. — Sur les 

principes de la theorie der ondes luminenses qui resalfte des idees ^xpo- 

sees au $ VI. Par M. J, Bouisinesg, 
id. p. 391, 392. Note sur la theorie des tourbillons liquides. Par M. 

/. Boutsinetg, 
ANN. EG. N. T. 2, p. 1 — 12. Nofes sur divers points de la thermodjna- 

mique. Par M. FhilHpt, 
id. p* 55 — 79. Memoires sar les conditions ii remplir dans Pemploi du frain 

dynamometriqne. Par M, Kretz, 
id. p. 81 — 120. Essai sur le deplacement d'une figure de forme lariable. 

Par M. Durrande, 
id. p. 357 — 416. Sur les vibrations transversales des fils et des lames d'an6 

faible epaiseur. Par M. E. Oripon, 
id. p. 445—460. Theorie des effets obseryes par Savart sur Pinflnence mu« 

tnelle de deux pendules. Par M, ff* Retal, 
I, V. CR. fi. 77» S. 1 — 37. Ueber den Einfluts. welchen auf die Uewegung 

eincs Pendels mit einem kagelformigen Hohlraame eine in ihm enthaltena 
reibende Fliissigkeit ausubt. Von G* Liibeck. 
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SCHL. ZElTSCHR. B. 18, S. 68—92. Untersuohangeii ^ber die Falle, in 

denen ein von zwei fetten Pankteo angezogener oder abgestotsner Pankt 

eine Ellipse oder Hyperbel besohreibt, desten Brennpankte jene beiden 

Pankte tiod. Von P. PerUmig. 
id. S. Ill — 116. Zar Theorie der gertdliDigen Bewegnng eiaes Panktet. 

Von van Geer, 
id. S« 123 — 140. ZarftckfUhrang der Cobationskraft anf die Newton'scbe 

Anziebangskraft* Von OiUe*. 
id. S. 141 — 184. Ueber die Art der Bewegnng, welche wir Warme nennen. 

Von WiUwer, 
id. S. 224 — 226. Zasammenstellnng der Satze von den ilbrigbleibenden 

Bewegnngen eines Korpers, der in einigen Punkten seiner Oberfliiche duroh 

normalen Stutzen unterstutzt wird, nod yon den Kraftesystemen, die daroh 

diese St&tzen im Gleicbgewieht gehalten werden konnen. Von M, Okatow, 
id. S. 468 — 610. Grundzuge einer nenen Moleoulartheorie nnter Voransset- 

znng Einer Materie nnd Eines Kraftprincipes. Von 0. Simony, 
id. S. 517 — 520. Zaruckfiihrnng des Beharrangsrermogens anf die Newton*- 

sohe Aoziehnngskraft. Von Oillet, 
id. S. 601 — 609. Znriickfuhrung der abstossenden Natnrkrafte anf die New- 

ton'sobe Anziehungtkraft. Von Oiliet. 
GR. ARCH. B. 66, S. 22 — 34. Tbeorie der Longitudinalschwingnngen zntam- 

mengezettter Stabe. Von /• Obermann, 
id. S. 118—146. Ueber das Problem des Gleiohgewichts elastiscber Rota- 

tionskorper. Von A. Wangerin, 
id. S. 241 — 251. Ueber dem Ausflnsse der Wassers ans Gefatsen in zwei 

besonderen Fallen nach Eintritt des Beharrnngszustandes. Von E^MeUteh 
id. S. 447, 448. Durcbbiegang einer, in eioer beliebigen, ebenen Curve 

gekriimmte, Feder, welche dnrch zwei gleiche nnd entgegengesetzte Krafte 

deformirt wird, in der Richtnng der Kriiftwirknng. Von S, Weitphal, 
N. A. D. M. T. 18, p. 97 — 99. Note snr I'attraction proportionnelle ii la 

distance. Par M. Chepiliiet, 
id. p. 180—138. Snr la stability de Tequilibre. Par M. H. Laurent. 
id. p. 212—219. Problime de Hnjghens. Par M. A. Picari. 
id. p. 486—438. Question 1021. 
id. p. 443, 444. Question 1086. 
id. p. 507 — 512. Solution de la question de m^caniqne rationnelle propos^e 

an concours d*agr^gation de 1878. Par &i« F. Hioux, 
tCHL. ZEITSCH. B. 19, S. 97—114. Ein Theorem iiber die Wechselwirkungen 

in endlichen Entfernongen. Von iV. X^ow» 
id. S. 186 — 204. Ueber den Bescblennigangsznstand des ebenen nnverander- 

lichen, in der Ebene beweglichen Systems. Von W, SchelL 
id. S. 242 — 258. Relative Bewegnng sich berilhrenderRotationsflachen. Von 

H, Zimmermann, 
id. S. 299 — 828. Grundzuge einer neuen Moleculartheorie unter Vorans- 
setzung Einer Materie und Eines Kraftprincipes* (Fortsetzung zu Jahrg. 

XVIII, 6 Heft, S. 468—510.) Von 0. Simony. 
id. S. 418 — 481. Ableitung der Bewegnngsgleiohnngen der Energie in con* 
tinnirlichen Korpern. Von N. Vmow, 
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sciiL. ZEITSCHR. B. 19| S. 620 — 535. Das relative Drehungsmoment eines 
rotirenden Schtfuogrados. Voa J, Finger, 

€R. ARCH. B. 56, S. 225 — 237. Ueber eiiiige Probleme aas der Theorie 
der Central bewegangen. Von L, Matthieuen, 

J. Y. CR. B. 78, S. 136 — 174. Das Gleicbgewicht and die Bewegang einer 
nnendlicb dannen, beliebig gekrummten elastischen Schale. Von H, Aron* 

id. S. 245 — 272. Redaction der Bewcgung einer flussigen bewogenen Ellip- 
soids anf das Variationsproblem eines einfachen Integrals, and Beslim- 
mang der Bewegang fur den Greuzfall eines onendlichen elliptischen Cy- 
linders. Von R, Liptehitz, 

id. S. 329—837. Beweis eines Satzes der Elasticitatslebre. Von R.Liptchiiz, 

ANN. EG. N. T. 3, p. 147 — 150. Note snr le calcal des accelerations des 
divers ordres dans le moavement d'an point snr nne conrbe gaache. Par 
. M. Bouquet. 

id. p. 151 — 164. Etade de Tacceieration dans le deplaccment d'un syst^me 
de forme variable. Par M. Durraude* 



MBETKTJNDB (vLAKKE). 

N. A. D. M. T. 12, p. 137—139. Question 1097. 

id. p. 184. Ext rait d'ane lettre de M. A, Transon, 

4;r. arch. B. £5, S. 331 — 334. Satze iiber das Dreieck. Von E, Hain, 

9. A. D. M. T. 13, p. 10 — 12. Note snr les bissectrices des angles d'an. 

triangle. Par M. D, Andte, 
id. p. 43 — 49. Solution des questions eiementaires propos^es an Concoars 

d'agr^gation de 1878. Par M. Gambey, 
id. p. 63. Question 1118. 
id. p. 296, 297. Question 1119. 
id. p. 480 — 483. i>oIution des questions ^lementaircs propos^es an conconrt 

d'agr^gation de 1&73. Par M. O, Lamnoy, 
'OR. ARCH. B. 56, S. 188—224. Die rationalen Dreiecke. Vollstiindig ent- 

wickelt and mit Aasscheidnng aiier Wiederholangen in 3 systematische 

Tafeln gebracbt. Von J7. Rath* 
id. S. 827, 328. Lehrsatz. Von F. August, 

id. S. 835, 336. Zar Teilung des Winkels. Von von WaeeericMehen. 
ad. S. 487 — 447. Ein Beit rag zur Lebre der Transversallinien. VonX. JTar/p. 



MEETKUNDE IN DE BUIMTB. 

J. V. CR. B. 77, S. 47 — 101. Die regelmassigen ebenen Panktsysteme von 

unbegrenzter Ausdehnung. Von Z. Sohneke, 
SCIIL ZEITSCHR. B. 18, S. 588 — 600. Die Faadamentaleigenscbaften der 

Uniensysteme in geometriscber Darstellung. Von A, Beck, 

MEETKUNDE (nIBT-EUGLIJDISOHB). 

CL. M. ANN. B. 6, S. 112 — 145. Deber die sogenannte Nicbt-Enklidische 
Georoetrie Zweiter Aafsatz. (Forts, von B IV, 4). Von F, Klein, 

id. B. 7« S. 531 — 537. Nachtrag za dem zweiten Aafsatze aber Nicbt-Ea- 
klidische Oeometrie. (B. VI. S. 112). Von F. Klein. 
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HOOPDSTUK V. 
Oe veelzinnigheid der functtSn^ 

§ 18. 
OmrmaaBf can de veeMnnigheid der fUneUMn. 

53» W^ hebben in § 12 reeds opgemerkt, dat men b^ den 

overgang van uitdrukkingen van den vorm /> -f i^ — \,q tot rf(p 
en bij de herleiding van dezen laatsten vorm, in den regel geen 
acht geeft op de wijze, waarop die uitdrukking m ontstaan, roaar 
cnkel aangeeft, hoe zij op de meest eenvoudige wijze zou kun^ 
nen ontstaan zyn. Zoo schryft men kortweg : ( — of = -!-«♦; 

— ]^(— 1)5 = 4- iJ/UTi . i/{^ y/^ y^^^) = 1^^^ ; enz. 

Voor zoover de grapMsche voorstelling betreft, heeft deze handel- 

w\jze geen bezwaar, indien in die uitdrukkingen geene worteltee- 

kens voorkomen, omdat de waarde van zulk eene uitdrukking, 

nadat zij tot de direkte richting is herleid (bare zoogenaamde direkte 

of hoofd*waarde), betzelfde punt aangeeft als hare eigenlyke waarde. 

Komen echtor die complexe vormen onder een wortelteeken voor, 

dan moet men ze , om de betcekenis er van aan te geven , in 

hunne werkeli^ke richting nemen. Bij gebreke van die indirekte, 

1 



1 



werkelyke richting is men genoodzaakt ook de oyerige indirekte 
richtiDgen te beschouwen. De ormtandigheid, dat de toerkelijhe rich'- 
ting hij Bene complexe uiidrukkingi die onder een toortelieeken voor- 
komt f niet is aangegeven^ is de oorzaak van de veelzinnigkeid der 
functien, 

64. Yan yeelzinnigheid der fonctien kon geen sprake zijn, 
wanneer men b\j elke complexe grootheid niet alleen opgaf de 
richting, waarin z\j zich beyindt, maar tevens bepaald ook de w^ze, 
waarop z^' in dien stand is gekomen. Alsdan zou men b^yoor- 
beeld yoor de boyenstaande yoorbeelden scbri^jyen: 

(—«)♦ = («/»)♦ = a*/4;r; (— af z=z a^ /7^ -, 

~ 1^(- 1)" =r - )J--'(l/»)» = 1/- ; K- |/-k''=l)=l/- 
of ook (— a)* = (a/»3»)* = o*/12» ; (— a)' = a'/2 U ; 

Bij die schryfvdjze zou de onderscbeiding in direkte en indirekte 
richting yeryallen ; de yele waarden der functien onder het wor- 

telteeken ]J^± a zouden op e^n na yerdwijnen , daar ± a door 
zyne bepaalde richting de werkelyke waarde zou aangeyen, en 
bijgeyolg zou elke functie ook slechts ^ene beteekenis hebben. 

66. Door de herleiding der ware richting tot de direkte blyft 
de absolute waarde der in de functien voorkomende grootheden 
dezelfde (de absolute waarde yan r/{2nyr -f- ^) is zoowel r als die 
van rf(fi)\ zoodat de richting, waarin die grootheden moeten wor- 
den genomen, niet yan inyloed kan zijn op de waarde der functie, 
wanneer men uitsluitend hare absolute waarde op het oog heeft« 
Let men echter op de inneflijke beteekenis dier richtingen , en 
onderwerpt men daarbij de functie aan herleidingen, dan mag men 
maar zoo niet de direkte richting als de werkelijk ware beschou- 
wen ♦) , maar moet men , zoo als wy boyen reeds opmerkten , 



*) Door bijv* in de vergelgking 

i/{xf2'K — 4/25r) — |/(2a?/25r — l/25r) = 4/25r , 
waaraan «=s4-86^ of in de Tcrgelgb'og 

j/(ar/0 — 4/0) — |/(2a?/25r — l/2ir) = 4/0 , 



ook do indirekte richtingen in acht nemen; en verkrggt men zoo- 
doende verschillende uitkomsten , die wel in volstrekte waarde 
overeenstemmen , maar in richting versohillen. 

56. Men moet daarom de yolgende drie gevalien onderscheiden: 
1^. Eeue fanctie kan afhangen van eene veranderlljke absolute 
grootheid; in dit geval kan er van graphische voorstelling ge6n 
sprake zijn , en is de waarde der fanctie voor elke byzondere 
waarde der veranderlijke steeds eene yolkomen bepaalde absolute 
grootheid , wat ook de vorm der functie moge z^n. Zoo is 

l/z — 8 voor ;» = 17 (17 even als 8 absoluut genomen) gelijk 
aan 3 , en niet gelijk aan H* 3 of gel\jk aan — 3. 

2®. Eene ratio neele stelkundige funetie kan afhangen van eene 
veranderlijke complexe grootheid. 

3®. Eene irrationeele stelkundige funetie kan afhangen van eene 
veranderlyke complexe grootheid. 

Deze beide laatste gevallen zuUen wij hier nader beschouwen. 



§ 19. 

€lraphi8che vooraieiiing. 
Keminnige en reeizinnige JunetiSn, 

67. Zij g =r r/cp eene complexe veranderlijke , waarin r of ^ 
of beide doorloopend veranderen , zoodat z eene reeks van door- 
loopend op eikander volgende waarden verkrijgt van 0^ = a/lei 
tot ^2 = 6/fi , en zij to eene stelkundige functie van b , dus 
10 =rf(g) ; dan zal io eene nieuwe complexe veranderlijke zijn , 
wier veranderingen van die van z zullen afhangen , zoodanig dat 
met elke willekeurige waarde van g een of meer bepaalde waarden 
van 10 overeenstemmen. Zijn P^ en F^ de voorstellingen van z^ 
en z^f en laat men z de lijn P^P^ doorloopen {Fig, 13), dan 
zullen de overeenkomstige waarden van w , in het vlak der to 
geteekend , een of meer andere lijnen Q| Q^ vormen , en wel zoo- 
danig, dat bij elk punt F van F^P^ een of meer bepaalde punten 
Q der lynen Q^Qg^ behooren. 



waaraan .p = 4-5 voldoet, de ware richting onmiddellijk door de direkte te 
verTangcn, verkrijgt men 

|/(ar — 4) — y{2x — 1) =z 4, 
waaraan geene enkele waarde van x yoldoet en die das onmogelijk^ is. 

1* 



68. te daarby f{£) eene rationede steUmndige fanctie van z, dan 
Eal met elk der punten van P^P^ slechts ^^n enkel punt in het 
Tlak der to oyereenkomen, daar het alsdan onyerschillig is, of men 
Toor z de ,direkte of de indirekte waarden van de punten van 
P1P3 neemt. Is namel^k in dit geval voor z = r/^ , w = B/^, 
dan zal (volgens het behandelde in Hoofdstuk 11) voor 
z = r^{2k9F -f- 0)f •P = B/f(2k^9r -|- \p) moeten z^n, waarin k en Jtj^ 
slechts geheele getaUen kunnen yoorstellen. Daar nu Bfi^h^x -|- i)f) 
door hetzelfde punt in het vlak der ¥> wordt voorgesteld als fi/^i^, 
behoort bQ elk punt van het vlak der z slechts een enkel punt yan 
het ylak der v>. Met eene bepaalde lijjn in het ylak der z komt 
derhalye ook slechts ^^ne lijjn in het ylak der v oyereen, welke 
l^n echteri ingeyal f{z) yoor een of meer punten der eerstge- 
noemde l^n ondoorloopend wordt , uit twee of meer deelen kan 
bestaan* 

59. Is in v)z=if{z) de/(«) eene irrationeele itelkundtge functie 
yan z^ dat is, komt in die functie z onder een wortelteeken 
yoor, dan kunnen de yerschiUende indirekte waarden yanryeroor- 
zaken, dat met ^en willekeurig punt yan het ylak der z meer dan 
divLi b|jy. n punten yan het ylak der w oyereenkomen, Doorloopt 
in dit geyal z de lijn P^T^ (Fig. 14), dan zullen de oyereenstem- 
mende waarden yan v> door n l^nen worden yoorgesteld, en elke 
dier mnen zal met eene bepaalde indirekte richting yan z oyereen- 
komen, zoodat bij elk punt yan P^P^ n yerschiUende punten 
behooren, die achtereenyolgens op Q1Q3, QsQ^t QsQei ^^' 
liggen. 

60, Wordt bijyoorbeeld geyraagd (Fig. 15) naar de waarden , 
die V) in de functie tozzzy/ z achtereenyolgens yerkr^'gt , wanneer 
z in eene rechte l\jn oyergaat yan z^zzz+l naar r^ = 4- 4 ; 
dan kan zulks beteekenen , wat wordt to h^ den oyergang yan z 
yan \/{fi op 4s /O^ , maar ook wat wordt w by den oyergang 
yan z van l/2w op 4i/l2w; daar yoor de overige indirekte 
richtingen de waarden yan 10 weder door dezelfde punten worden 
yoorgesteld (§ 11). In het eersie geyal gaat to in eene rechte 
l\|u oyer yan 1^0® op 2^0^ of yan -f- 1 op 4- 2, in het laatste 
geyal in eene rechte lijn yan l^sr op 2^jr of yan — 1 op — 2. 
In het eerste geval beweegt zich dus 19 als H ware oyer het 
positieye, in het tweede geval juist in tegengestelde richting over 
het negatieve deel der as ; zoodat met elk punt van den weg , 
door z doorloopen^ twee punten van het vlak der f# oyereenkomen, 
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die op denzelfden afstand aan weersz^den van dea oorsprong 
op de as £jjn gelegen. 



§ 20. 

VeMakMngapun ten • 

61. By de Yoorgaandd beschonwingen kau zich het geval 
voordoen, dat voor een bepaald punt P eener lijn P^Pg in het 
vlak der z een of meer onder een wortelteeken voorkomende 
factoren van eenigen term der functie w^z-fCz) nul of oneindig 
worden, onverschiUig of z daarbij in de direkte of in eene indirekte 
richting wordt genomen. In de grapbiscLe voorstelling kunnen 
twee of meer onderscheidene lynen, die de waarden van to in 
het vlak der to yoorstellen, welke met de bovengenoemde in het 
vlak der z gelegen lyn P^Pi^ overeenkomen , alsdan een punt 
gemeen hebben. Dit zal zelfs steeds het geval z\jn, wanneer 
slechts ^^n term der fonctie w oneindig wordt; en ook wanneer 
hij nul wordt, en de functie den vorm heeft van w = 2^, (i?)+l?^i^2W» 
waarin JP, (r) en F^ {z) rationeele stelkundige functien van z 
voorstellen. Het punt P van het vlak der z, dat de waarde van z 
aangeeft, voor welke een of meer onder een wortelteeken voorkomende 
factoren (mits dit aantal niet gel^k is aan of een veelvoud van 
den exponent der worteltrekking) van een of meer termen der 
functie w nul of oneindig worden, draagt den naam van vertak' 
hingapunt, 

62. Is wzrzi/z. I ....... . •(44) 

en gaat z langs de as over van ;?^ = -f- 1 naar f^ss — - 1| dan 
kunnen hierb^ twee verschillende gevallen plaats hebben: de 
overgang van z kan namelijk plaats hebben van Ifihr tot 
1/(2^H-1)», en ook van 1/2^ tot 1/(2*— l)jr. Dit zal 
afhangen van de omstandigheid » of de Ujn P^OP^ (Fig. 16} kan 
worden beschouwd ale te z\jn ontstaan uit eene kromme l^n 
P^P^P^ of uit eene kromme lyn P^P^P^^ welke te zamen den 
oorsprong insluiten. In het eerste geval gaat z over van 
/| =r -h 1 = l/2*jr tot 2^3 = — 1 = 1/(2*4-1 )x; in het tweedo 
geval daarentegenvan/i=-Hl=:l/2*jr tot;?2 = — 1=1/(2*^1 )v. 

Beschouwen wij nu vooreerst het eersie geval , dan is hel vol- 



doende na te gaan, welke pimten in hei Tlak der w met de ackier- 
eenvolgende waarden van ;; oTereensteminen , wanneer z langs de 
as overgaat van 1^0 tot 1/w en ook van 1^23r tot 1^3x. Tot 
in het punt O, dat is tot in den oorsprong heeft z bij den eer- 
stcn overgang de waarde van r/O, en bij den tweeden van r/l29F, 
waarbij r van 1 tot afoeemt. De waarde van w wordt 
hierbij i/r/0 of l/r/^^ zoodat de volstrekte waarde van w even- 
eens van 1 tot afneemt. Bij den eersten overgang worden 
die waarden op bet positieve, bij den tweeden op het nega- 
tieve deel der in het vlak der w gelegen X-as afgemeten. In den 
oorsprong z^n de waarden van z gelijk, dear een pnnt niet 
gezegd kan worden in eene bepaalde richting te liggen ten opzichte 
van dat zelfde punt 0. Voor zzzzO wordt ook «? z= 0, en valt 
dus ook to voor beide groepen in den oorsprong. Bij de verdere 
beweging neemt z weder toe by den eersten overgang van 
tot I/tt, en by den tweeden van tot 1/Syr; en heeft dus de 
waarde van r/yr of van r/Sw, waarbij r toeneemt van tot 

1. De waarde van w wordt nu l^r/- of l^r/---, zoodat de 

2 2 

volstrekte waarde van w ook van tot 1 toeneemt. Bij den 

eersten overgang moet echter die waarde op de loodlijn OF^ bij 

den tweeden op het verlengde dier loodlijn , dat is op 

Ji worden genomen. Is derhalve (Fig. 16) OJ = OB =z J^O z=z 

= 5jO=l en OP, = PjOi=l, en is P^OPg^ ontstaan uit de 

kromme lyn P^P^P^', dan zal bij den overgang van z van P^ 

over de as naar Pj de waarde der functie w overgaan van A 

over naar B , of van A^ over naar B^ , naargelang voor de 

beginwaarde van z oi z^-^z. 1^0 of z^ = 1^29r wordt genomen. 

Door dat men in het onzekere is , welke dier beide waarden 

men voor z moet kiezen, verkrygt men voor to twee verschil- 

lende op zich zelf staande lynen A OB en A^OB^, die ieder voor 

zich met ^^ne waarde-verandering van z ovcreenstemmen , en die 

66ii punt, den oorsprong 0, gemeen hebben. 

Neemt men de tweede wyze van ontstaan der lyn P^P^, dan 

zal de overgang van z langs de as plaats hebben van 1^0 tot 

1^ — jf, of ook van 1^2jr tot I/tt. Eene beschouwing, geheel 

overeenkomende met de voorgaande , geeft nu deze uitkomst : by 

dien overgang van z van P| over de as naar Pj gaat de waarde 

der functie to over van A over naar B^ (Fig. 16), of van A^, 

over naar B, naargelang voor de beginwaarde van z , z^:=: \/0 



of z^ r= 1^25r wordt genomen. Men verkrygt nu ook voor w twee 
verschillende op zich zelf staande lijnen JOB^ en A^OB ^ die 
ieder voor zich met ^ene waarde-verandering van z overeenstemmen. 
63. Uit het punt loopen dus vier takken , die twee aan 
twee bij elkander behooren, indien de wyze van ontstaan der lijn 
PjPj bekend is. In den regal is dit laatste ecbter niet bet geval , 
en kan men dus niet bepalen , of OB dan wel OB^ als de voort- 
zetting van JO oi ook van A^O moet worden beschouwd, zoodat 
AO en A^O zich beide in het punt in twee takken splitsen. 
Deze omstandigheid is de oorzaak geweest, dat Bismakk het 
punt van het vlak der z^ dat by het snypunt van het vlak 
der 10 behoort , met den na^m van veriakhingipuwt bestempelde. 
Om in deze beschouwing onafhankelyk te zyn van de omstandig- 
heid, of de wijze van ontstaan der .door z doorloopen Ign al of 
niet bekend is, noemen wij echter elk punt van 't vlak der z^ 
dat eene waarde van z aangeeft, welke een factor onder een 
wortelteeken nul of oneindig maakt, een vertakkingspunt (zie 
NO. 61). In w =;? -f- ip^{z -|- p^) {z + p^) 

zijn derhalve ;?=:— /?| en ;? = — jp^ vertakkingspunten (over 
^ =3 oo als vertakkingspunt spreken wij later afzonderlyk; zie § 24). 

Evenzoo in «? = o -4- 1^ * 



en m io 



^^^f". 



[z^p^^^Z-Anp^ 

In de beide laatste voorbeelden wordt voor ir = — j^g de functie 
ID oneindig groot. De lijnen in het vlak der «?, die met eene 
in het vlak der z door het punt — p^ gaande lijn overeenkomen, 
worden dus voor z'=^'^p^ ondoorloopend , zoodat zy zich in 
twee of meer deelen splitsen , die echter alleen dan twee aan 
twee bij elkander behooren, wanneer het ontstaan dier lijn bekend 
is , zooals uit de beschouwing van het volgende eenvoudige voor- 
beeld blykt. 

64. Zy w = \/7^=^ (45) 

en laat even als boven (N^. 62) ;? over de as van ^| = -|- 1 over- 
gaan naar -^^ = — 1 ; dan heeft men ook nu weder de beide ge- 
vallen te onderscheiden, dat z overgaat van l/2kyF tot l^(2^-f-l)T, 
en ook van \f2kv tot l/{2k — !)». Neemt men vooreerst 
het eerste geval , dan vindt men dat hiermede in het vlak der 
to twee lynen zullen overeenstemmen ; by den overgang van z van 
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M^=l'+'l=z 1^0 tot het punt = doorloopt to de ^-as in 
positieve richting (Fig. 17) van het punt A =: 1/fO af tot in het 
oneindige ; voor z = wordt 10 = 00, en bij den yerderen over- 
gang van Tan ^=:0 tot z^z!:z l^sr doorloopt 19 de loodl^'n FB 

van het oneindige af tot in Iiet punt B = IZ-r. 

Beschouwt men den oyergang van z van «| = -I* 1 = 1^29r 
tot sr^s— -1 = l^dx, dan beschr^jft to het verlengde der x-as 
van ^1 = 1/lx uit in negatieve richting , wordt voor * =: on- 
eindig, en doorloopt b^ den verderen overgang van # tot z^ =: l/39r 

de loodl^'n T^B^ van het oneindige af tot in het punt ^| = 1 ^-77-. 

Met dien overgang van z van ;?| = -|- 1 tot ^p^ = — ^ komen 
dns in het vlak der w twee lynen JX 00 TB en *^|X| 00 T^B^ 
overeen , die beide voor z =zO ondoorloopend z^n , maar niette- 
min uit twee bepaalde deelen bestaan. 

Evenzoo komen met het tweede geval, dat z overgaat van 
+ 1 = l/2>^)r tot — 1 = 1/(2^ — l>r in het vlak der w twee 
Ijjnen jil 00 F^J?^ en J^XyOoTB overeen, die ook voor zzzzO 
ondoorloopend zijn^ maar toch nit twee bepaalde deelen bestaan. 

Is nu niets bekend aangaande de wijze van ontstaan der l|jn 
P^T^^ dan blijjft het geheel onbepaald of 00 TB of wel 00 F^B^ 
als de voortzetting van ^Xoo of ook van ^|X|Oq meet worden 
bescbouwd. 



§ 21. 

De inttoed can den weff» dien de veranderiiftte m doorioopi » 

op de waarde van te. 

65. In Hoofdstuk III hebben wij gezien, dat eene complexe 
veranderlyke op zeer verschillende w\jzen van eene bepaalde waarde 
doorloopend tot eene andere waarde 'kan overgaan, of om ons tot 
de graphische voorstelling te bepalen, dat eene complexe veran- 
derlijke z langs oneindig vele wegen van een bepaald punt P^ 
doorloopend kan overgaan tot een ander punt P^, £r blijft ons 
derhalve nog over te onderzoeken , of niet de door z doorloopen 
weg van invloed kan z^n op de waarde van.tr, die met de waarde 



van z voor Pj overeenstemt, en zoo ja, in hoever zich die invloed 
doet gevoelen, 

66. Ingeval w^zf^z) eene rationeele stelkundige fanctie , m. 
a. w. eene eenzinnige (monodrome) fnnctie is van z, is dat onder- 
zoek gebeel overbodig; want is OP^:=ir en LXOP^'=^ ei^ dan 
kan voor het punt Pg, langs welken weg z ook in dit punt moge 
gekomen zijn , z alleen de waarden z^ = ^/(* "I" 2^5r) verfcrijgen , 
die volgens N®, 58 in eene eenzinnige fnnctie gesubstitueerd , 
voor to betzelfde punt van bet vlak der w aangeven. 

67. Bij meerzinnige functien komen ecbter met een bepaald 
punt van bet vlak der z, ingeval dit geen verlakkingspunt is , 
meer dan ^^n punt van bet vlak der to overeen; zoodat by deze 
a priori de mogelijkbeid niet is uitgesloten, dat verschillende wegen, 
in bet vlak der z naar een bepaald punt doorloopen, tot verscbil- 
lende punten in bet vlak der w voeren. Het onderzoek dienaan- 
gaande komt boofdzakelijk neer op bet onderzoek naar den invloed, 
dien bet doorloopen dier verscbiUende wegen uitoefent op de waar- 
de der tweetennige uitdrukking 5? 4- /?, zooals uit bet volgende zal 
blyken. 

68. Zij «? = ]?^7TT,, (46) 

waarin wij aan jO| eene bepaalde standvastige waarde p^ = c/y 
toekennen. Gaat nu z langs verscbiUende wegen van P, = a/a 
over naar P^, dan zullen deze wegen geen invloed bebben op de 
waarde van w, wanneer zy in bet punt P^ voor z^p^ dezelfde 
waarde geven. Zyn PiP^Pj en PiP4P2 (Fig. 18«) twee zulke wegen, 
dan vindt men de waarden van z + Pi door in Fig. 18* OQz=ic 
en LQOX^izy en dus bet punt Q =|?^ te nemen, en vervolgens 
op (^//Cy^ een figuur QQ1Q3Q3Q4 te construeeren congruent met 
OP1P8P2P4 , zoodanig dat QT gel^kstandig is met OX (§ 7). Als- 
dan komen de punten Q^ en Pj, Q^ en P^, de lijnen Q1Q3Q2 
en P1P3P2, alsmede Q1Q4Q2 en P1P4PJ overeen. Is nu 0Q» 
=: r en LXOQ^zizCp^ dan is Q^^=r/(p, onverscbillig of 
z+Pi den weg Q1Q3Q3 of QiQ^Q^ beeft doorloopen; in dit ge- 
val geven dus de beide wegen P^P^P^ en P1P4PJ, die z beeft 
doorloopen , voor P^ dezelfde waarde van z-^p^ en dus ook de- 
zelfde waarde voor to =^'^z-\'p^. 

69. Laat men ecbter z twee wegen P^P^P^ en P^P^P^ door- 
loopen (Fig. 19*), die van dien aard zijn dat de overeenkomstige 
wegtsn van ^-hf| , Qfi^Q^ en Q^Qfi^^ den oorsprong insloiten 



10 

(Fig. 19*), dan zullen de waarden , die Z'+'P^ in Q^ verkrijgt, 
niet meer dezelfde z^*n, maar in richting yerschillen. Doorloopt 
namel^'k z -^p^ de iiyn Q1Q3Q3 en das z de lijn P^P^F^, dan is 
de amplitude van Ql^ L XOQ^ + LQi OQ^ = L XOQ^ = $ en 
dus z-^'p^ =r^$; doorloopt evenwel z-^p^ de lijn Q1Q5Q3 en 
dus z de lyn PiP^P^% dan is de amplitude van Q^ 

en dus z-^p^zzz r^(2sr + 0). In dit geval stemmen dus met 
z =z P^ overeen twee waarden van z '^'p^J namelijk r/0 en 
r/{'2^ 4- ^) , derhalve 00k twee waarden voor w :=: "l^z-t Pi en 

wel to = r«/- en w := f«/ ^ . 

Had z de lijnen PiP^P^ en P^PqP^ (Pig. 20«) en dus ;?4-i?, 
de lijnen Q^Q^Q^ en J^i^^eOa (^^S- ^0*) doorloopen, dan zouden 
de amplitudines van Q^ evenzoo verschillen ; want doorloopt z den 
weg PiP^P^y dan is even als boven Q^i=. r/f0; doorloopt echter 
z den weg P,PgPj en dus z-^p^ den weg Q^QqQ^* dan is de 
amplitudo van Q^ 

zoodat met het punt P^ twee waarden van z-^-p^ rf^ en 

r^{(^ — 2*), en dus 00k twee waarden voor v> en wel 10 = r*^— 

» 

.A — 2* 

en IP = i^f overeenstemmen. Daar nu het verschil dezer 

n 

waarden van z-^'p^ en van w veroorzaakt wordt door dat de 
wegen Qi^sQ^ en Q|(26^ <^en oorsprong insluiten, komen w^ 
tot deze gevolgtrekking : 

Zyn de beide wegen , die z doorloopt om van P^ naar Pj over 
te gaan , zoodanig dat de overeenkomstige wegen van z ^ p^ den 
oorsprong insluiten, dan zullen de waarden van to in to z= "(^z -hj^n 
die met het eindpunt P^ overeenkomen, verschillen. Er bl\jft dus 
over te onderzoeken, wanneer de wegen, die z-^p^ beschrijft, den 
oorsprong insluiten. Uit de constructie dier wegen volgt echter 
onmiddell^jk, dat zulks steeds en alleen dan het geval zal zijn, wan- 
neer de wegen PiPjPj en P^P^P^, of PtP^P^ en PfPeP^* ^ie 
z doorloopt , het punt P insluiten , dat in Fig. 19* en 20* met be- 
trekkiDg tot evenzoo is gelegen, als in Fig. 19* en 20* ligtmet 
betrekking tot Q. Dit punt P is het punt c/l(7r -f- y) = — c/y =. 
= — /?! ; dat is , een vertakkingspunt der f unctie to = }!^z 4- p^ , 
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daar deze faoctie voor z=i '^ p^ geeft lo^zO^ Sluiten dus de 
beide wegen , die z doorloopt bij den overgang van P, tot ^ 
het vertakkingspunt ^ =: — /7| • der functie to = fHyz -f- /?| in , dan 
zullen met z:z= F^ yerschillende waarden van to overeenkomen , 
naargelang men voor den overgang van z den eenen of den anderen 
dier wegen kiest. 

70. Doorloopt z de beide wegen Pi-Pj-Pj en P^PP^, (T'ig. 21«), 
waarvan de laatste gaat door het vertakkingspunt P= — /?|, dan 
zal z -i- p^ de wegen Q^Q^^^ en Q^OQ^ beschryven (Fig. 21*), 
welke laatste door den oorsprong zal gaan, daar met ;? = — p^ 
z '{'p^ =r overeenkomt. Het zal nu van de wyze van ontstaan 
van de lyn -PfPPj afbangen, of beide wegen al of niet voor ;? = Pj 
dezelfde waarde van w zullen geven. Is ^^^^^ ontstaan uit ^^^^P^y 
dan zyn die waarden van to voor ;5 = Pj dezelfde ; is ecbter 
-Pj-PPj ontstaan uit -PiPg-Pj , dan zijn die waarden verschillend, en 
verkrijgt men dezelfde uitkomst, als wanneer de door z doorloopen 
wegen het punt zz^ — /?| insluiten. 

71. Z^' in de tweede plaats 

«? = l^(^-h^4)(^4-l?a), (47) 

dan kunnen de beide wegen, die z van P| naar P^ doorloopt, 
of geen der beide vertakkingspunten ;? = — p^ en 2; = — - p^ , of 
^^n van beide, of beide bevatten of insluiten. 

In het eerste geval, wanneer de beide wegen geen der beide ver- 
takkingspunten bevatten of insluiten , z\jn de waarden van ^ 4- f| 
en z-^p^y die met 5? = i*^ overeenstemmen , bly kens het voor- 
gaande, dezelfde, onverschillig welke der beide wegen z van P^ 
tot i'j heeft doorloopen. De eind waarden van w, die met z-^zP^ 
overeenkomen, zyn dus ook in beide gevallen dezelfde. 

72. Sluiten de beide wegen, die z doorloopt, een enkel ver- 
takkingspunt, byv. z z=. — /?j in, en wordt voor 2? = Pg langs 
den eenen weg z -^p^ = r^/(p^ en ^ -i- ^^ = r^/(p^, dan zal 
langs den anderen weg voor ;? = Pj ook ^ 'hPt^=r^/^^ zyn, 
terwql alsdan ;? + jt?| = ^i/i^i do 23r) wordt; en dat wel -+- of — , 
naargelang het vertakkingspunt i? = — ^| in positieven of nega- 
tieven zin wordt „omloopen". De waarden van «?, die met^sP, 
voor deze beide wegen overeenstemmen , z^n derhalve 

•. = (r,r,)«/— ^T' en fo=(r,r,) /I^LT^^^ ' 



n 



zQ verschillen dus — in amplitudo. 
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73. liggen beide yertakkingspnntBn in ket ylak, door de beide 
wegen ingesloten, en is langs den eenen wcg voor ;» = Pj, ;? -|- /?| = 
zszr^/^i en ^ -^r p%^=^ T^/^^i dan zal langs den anderen weg 
' + Pi = '•|/(0i ± 2jr) en » -f- />j = fj/C^j ± 2») worden ; 
soodat de beide waarden van r, die met ;? = P, yoor dese beide 
wegen overeenkomen , z^n 

. = (.J/$i±^ en «. = (.... V.L±^±±; 

voor het geral de laatste weg de beide vertakkingspunten in den 
zelfden zin omloopt; of beide waarden van w zuUen zijn 

- A. -4- (Ja 

wz=.(r^r^Y/'^ , en wel voor bet geval, dat die weg met 

n 

betrekking tot de vertakkingspnnten in verschillenden zin loopt. 

74. Het geval, dat een der wegen, die z doorloopt, of beide 
gaan door een of door beide vertakkingspnnten, is, blijkens N®. 70, 
in bet voorgaande opgesloten. 

75. Het valt nu gemakkel^jk op dezelfde wQze den 
invloed na te gaan , dien de doorloopen weg beeft op de met 
z=zP^ overeenstemmende eindwaarde van to , indien deze is van 

den vorm to =z p^iz -^ p^) (g -jr p^) (z -h p^) (^-hi^J- 

Wij zullen ens daarmede niet verder bezigbouden, maar meer 
nitvoerig bet geval nagaan , dat P^ en P^ samenvallen , en dus z 
eene gesloten 1^'n doorloopt. 



{ 22. 
m doorloopt eeme geMtoion l(l|». Kemiem^lge fnneMn , 

76. Wanneer men in de voorgaande bescbonwingen z eerst 
den weg van P^ over P^ naar Pj (Fig. 18—21) laat afleggen 
en daama van Pj terug laat gaan over den anderen weg naar P|, 
dan beeft z eene gesloten l^n doorloopen. Men kan dus uit bet 
voorgaande onmiddellijk afleiden , in boever bet doorloopen van 
zulk een gesloten weg van invloed is op de waarde van w, die 
met bet punt P^ van net vlak der z overeenkomt. Wg zullen 
eebter dien invloed bier meer recbtstreeks opsporen. 

In de eerste plaats merken w^ daartoe op, dat, wanneer 



IS 

i9:=/(f) eene rationeele stelkundige functie van z en dus een- 
zinnig (monodrom) is, en % doorloopt van P| nitgaande, eene 
gealoten lijn, dan zal ook %d eene gesloten lijn moeten beschr^ven, 
daar alsdan w bij den terugkeer van z in ¥^ eene waarde moet 
verkri|jgen, die slechts een geheel aautal malen 29r van de b^n- 
waarde kan verschillen , en dus door hetzelfde punt in het vlak 
der V3 wordt aangewezen. (N®. 58). 

Yerder hebben wijj boven gesien, dat het voor de waarde, die 

w voor z=zP^ in 10 =z iy^z^-Pi verkrygt, onverschiUig is langs 
welken weg z van P^ naar P^ overgaat , mits die wegen ten 
opzichte van het vertakkingspnnt P:=«— p^ op dezelfde w^'zc 
zqn gelegen, dat is, dit punt niet insluiten noch door dit punt 
gaan. Ligt dus (Fig. 22) het vertakkingspnnt P niet binnen of 
op den omtrek van de lijn PiP^P^P^Pi en gaat z over van P^ 
naar P^ , dan zal het voor de waarde van w , die met z=.P^ 
overeenkomt , onverschiUig zyn welken weg z doorloopt, PiP^P^f 
of PiP^P^^ of PiPJ^^, of PiP^Pr Waar dus overigem het 
vertakkingspnnt P z=l -^ p^ ook mege liggen , steeds zal het voor 
de eindwaarde , die fc^ na de beweging voor z szP^ verkrijjgt , 
onverschiUig zijn, welken weg men z hebbe doen doorioopen 

^i^4^2^8^i» "^i^s^a^e^i of PiP^PaPgPi : De eindwaarde van w is 
dus onafhankelijk van den vorm van den weg, dien z doorloopt; 
zoodat men de gesloten l^n, die z doorloopt, kan vervangen door 
een cirkel, die door P^ gaat en evenzoo is gelegen met betrekking 
tot het vertakkingspnnt; zonder dat zulks invloed heeft op de 
eindwaarde van 10 en zonder dat zulks afbreuk kan doen aan 
de algemeenheid der beschouwing. Om derhalve niet op buig- 
punten, keerpunten, enz. te behoeven letten, nemen w\j bij de 

verdere beschouwing van to zs'^z+Pi ^^^^ ^® gesloten lijn een 
cirkel; de uitkomsten, welke die beschouwing oplevert, gelden 
echter voor elke gesloten li^jn. 

77. Zij dan lo^zp^TTJlf • • (^6) 

waarin wij aan p^ eene bepaalde standvastige waarde p^ = c/y 
toekennen , en doorloopt z eene gesloten l\jn , dan kan het vertak- 
kingspunt P = — f?| liggen buiten, op, of binnen die lijn. 

Ligt vooreerst het vertakkingspunt buiten het vlak door de lijn 
P^P^P^ ingesloten, dan zal de waarde van to , die met zz=zF^ 
overeenstemt , voor en na de beweging dezelfde zijn. Is namel^k 
Qz:z p^:=z e/y en construeert men de waarden van z-^-p^, die 
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met de aehtereenvolgende waarden van ;; overeenkomen , dan 
zullen deze ook eene gesloten lyn geyen, die den oorsprong 
niet kan insluiten en ook niet door dien oorsprong kan gaan, 
wyl Q met bctrekking tot (Fig. 28*) evenzoo is gelegen als 
met betrekking tot P (Fig. 23«). Komt nu Q^ overeen met P| , 
dan is de beginwaarde yan z-^-Pi OQ^/l^XOQ^\ neemt men 
voorts aan , dat de beweging plaats heeft in positieven zin , en 
zijn OQ^ en OQ^ raaklijnen aan de lyn, die z-^p^ doorloopt, 
dan neemt de amplitudo van z '\'Pi by de beweging van z voor- 
eerst af tot l^XOQ^, om daarua tot L^XOQ^ toe te nemen en 
dan weder tot /LXOQ^ te verminderen. De waarde van if-h/?i, 
die, nadat z de gesloten lijn F^F^F^ heeft doorloopen, met z :=z P^^ 
overeenkomt, is dus even als de beginwaarde OQ^/l^XOQ^, 



Wijl voorts w = ]?^5rH-jp| is, zal dus ook de eindwaarde van tp, 
die met zzzi P^^ overeenstemt na bet doorloopeii van den weg , 
dezelfde z\jn , als die , welke met a = P| oTereenkomf bij het 
begin dcr beweging. 

Doorliep z den weg P\P^P\ in negatieven zin , dat is in den 
zin der gestippelde pijltjes, dan zou de bescbouwing volkomen 
dezelfde blijven, behalve dat alsdan de amplitudo van ^ + /7| 
vooreerst van Z. ^OQj zou toenemen tot /^ XOQj^^ daama afnemen 
tot Z- XOQ^ , om dan weder tot L XOQ^ toe te nemen. Ook 
nu is de eindwaarde van z '\' p^, en dus ook die van to^ dezelfde 
als de beginwaarde. 

78. Laat in de tweede plaats de gesloten Ijjn P|PjP|, die van 
P| uit door z wordt doorloopen, (Fig. 24«) het vertakkingspunt 
P zzz-^Pi insluiten, dan zal de weg QiQ^Qi (Fig. 24*), door 
z + p^ beschreven, den oorsprong moeten insluiten. Komt nu 
weder met ^=Pi overeen ^-Hjp^ = Q|, dan zal de amplitudo 
van z -^Pi vafi /. XOQi voortdurend toe- of afnemen; en na den 
weg QiQsQi *® hebben afgelegd, LX0Q^±:2x geworden zyn; en 
wel + of -— , naargelang de beweging van z in positieven of 
negatieven zin plaats heeft. De begin* en de eindwaarde van 
gf-^p^, en dus ook die van tc, welke met zz=zP^ overeenstemmen, 
zullen derhalve in amplitudo verschillen; is Q^ als beginwaarde 
vwi «f+Pi ^/^» ^*^ is zij als eindwaarde f^(^±23r), zoodat 
de beide waarden van to , die met z znP^ overeenstemmen , zyn 

ip = f»/- en «> = r»/» • 

n H 



15 

Doorloopt z achtereenvolgens eenige malea denzelfden weg 
"P^T^^^ die het vertakkingspunt P insluit, in denzelfden sin, en 

- <s> 

ia de beginwaarde van to voor «r = P| , «? = r*^— , dan is na 

n 

den eersien omloop voor 5 = P- , w=, t^/^ , na den 

n 

tweeden omloop w = r^/ , enz. tot na den »•■ omloop 

n 

w ^ r^/^ = ^/[ "" i 2jr I , zoodat na den m«» omloop 

de waarde van w in het ylak der w door hetzelfde punt wordt 

- 4> 

voorgesteld als de beginwaarde ir=rr»^— . Heeft derhalve « 

ii-maal de gesloten lijn P^PaPi in denzelfden zin doorloopen, dan 
heeft to eene gesloten lijn beschreven , en gaat men voort z den- 
zelfden weg in denzelfden (of in tegengestelden) zin te laten 
doorloopen, dan zal ook w den eens afgelegden weg op nieuw in 
denzelfden (of in tegengestelden) zin afleggen. 

79. Laat in de derde plaats het vertakkingspunt liggen op den 
door z doorloopen weg P^PP^P^^ (Fig. 26«) , dan zal de lijn 
QiOQj^Qiy die z+p^ beschrijft , (Fig. 26*), door den oorsprong 
moeten gaan. Het hangt nu af van de w\jze van ontstaan van 
P^PP^P^ of de eindwaarde van to , die bij z:=zp^ behoort , al 
of niet met de beginwaarde in amplitudo zal overeenkomen, zooals 
uit de beschouwing van Fig. 25 in verband met het voorgaande 
onmiddellijk bl^kt. 

80. Wij kunnn dus hier en in *t vervolg slechts twee gevallen 
onderscheiden : 

of het vertakkingspunt ligt buiten de gesloten lijn , die z van P| 
uitgaaiide , doorloopt , en alsdan zijn de waarden van w , die met 
zziz P^ overeenstemmen , voor en na de beweging dezelfde* 

of het vertakkingspunt ligt binnen de lijn door z beschreven, en 
alsdan zuUen de begin- en de eindwaarde van w , die by z =z P^ 
behooren, alleen dan door hetzelfde punt van het vlak der w 
worden aangewezen, wanneer z «-maal of een veelvoud van »-maal 
denzelfden weg in denzelfden zin heeft doorloopen. Is daarbij 
w^ = p/^ de waarde van w , die bij het begin der beweging 
met z=zP^ overeenkomt , dan zal, nadat z de gesloten lijn achter- 
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eenvolgens 1- , 2-, -maal , enz. in positie^en zin heeft 

doorloopen , die waarde zijn geworden (zie boven) : 

zoodat al die «-waarden begrepen zijn in den vorm 

Die n verscbillende waarden van to , welke met zz^P^ overeen- 
stemmen, komen derhalve in getallenwaarde overeen, en verschillen 
alleen in richtings-coefficient ; zoodat al de punten , die in 't vlak 
der to die waarden voorstellen , op denzelfden afstand p liggen van 
den oorsprong en wel zoodanig, dat zijj jnist de hoekpunten 
vormen van een regelmatigen »-boek , om als middelpont be- 
schreven. . 

Wat tier voor Pi is aangetoond , geldt klaarblgkelyk voor elk 
punt van de gesloten lijn , die z doorloopt , zoodat men dezen 
re gel heeft : 

/« f0 =r Xyz + jPi en doorloopt z achtereenvolgens n-maal in den* 
zelfden zin eene gesloten lijn , die het vertakkingspunt *— ^| inaluit , 
dan zullen de overeenkomstige waarden van w in het vlak der to door 
n samefi/umgende lijnen toorden voorgesteld^ die te zamen eine gesloten 
lijn *) vormen en zoodanig sijn geUgen , dat wanneer men om den 
oorsprong als middelpunt cirkels beschrijft, de snijpunten dier lijnen 
met zulk een cirkel n aan n hij eenzelfde punt van de door z door* 
loopen lijn behooren. Die n lijnen zijn derhalve congruent; zij ver* 
achiUen alleen in stand met hetrekking tot de as, iertoijl de oorsprong 
aU gemeenschappelijk gelijkstandig punt van al die n lijnen voorkomt. 

Voor het geval dat z de gesloten lijn in negatieven zin door- 
loopt, verschilt de bescbouwing alleen in zoo ver van de vorige, 
dat daarby de met z:=:Fi overeenkomende punten van het vlak 
der w in omgekeerde volgorde worden verkregen, en dus ook w 
de bovenbedoelde gesloten lijn in tegengestelden zin beschrijft. 

Voor » = 2 liggen de punten in H vlak der to derhalve steeds 
symmetrisch met betrekking tot den oorsprong. 



^) Men onderacheidt werkelijk gesloten en tchijwbuMr gesloten Ignen, en 
noemt aUdan de eerste , die gesloten lijuea y wier begin- en eindpant niet 
alleen samenvallen^ maar ook in ampUtudo oTereenkomen, terwijl bij de schijn- 
baar gesloten lijnen die punten wel samen?allen, maar in amplitudo verschillen* 
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81. Zeer eenvoudig worden de yoorgaande beschouwingen in 
het geval dat p^:=zO is ; alsdan is 

w = i?^7. (48) 

Onderstelt men nn dat t een cirkel OF^ (Eig. 26«) doorloopt» 

welks straal gelijk is aan a, dan is steeds Mzzza^Cp, waarin 

^ 
alleen verandert. Daar nu a? = p^a/^ is , blijft ook de mo- 

dulus van to dezelfde , zoodat w ook een ciikelboog bescliriljft , 
maar met eene hoeksnelbeid , die slechts een n^ deel is van de 
boeksnelheid, waarmede $ den cirkel OP^ doorloopt. De punten, 
die in bet vlak der td met een bepaald punt Pi van den weg van 
i overeenkomen , worden verkregen door /. XOQ^ gelyk te nemen 
aan bet »• deel van /^ XOF^ , en dan van Q^ uit den cirkel in n 
gelijke deelen te verdeelen. Is a/x de beginwaarde van Pi en 

dus Z. XOQj, == - , dan komt Q^ overeen met Pi =: a /(a + 2?r), 

n 

Qq met P| = a/(x + 4jr) , enz. Voor ii=:6 en a = l is zulks 
in Fig, 26» voorgesteld. 

Doorloopt z den cirkel MPt (Fig* 27*), welks middelpunfe niet 

met samenvalt, maar op de as is gelegen, dan zal in «^ = Hyg 
voor « = 6 , w de lijn QiS^Q^S^. . . . Q^SQQ^ (Fig. 27*) bescbrijven , 
waarin de punten Q^, Q^f..QQ met P|, de punten S^^ S^j,,.»8q 
met Pg, de punten T^, T^,.».Tq met Pg, de punten ^|, C^^, ..^e 
met P^ overeenstemmen , enz. 

82. In de voorgaande bescbouwingen hebben wij enkel ^^ne 
bepaalde waarde van de vertakkingspunten in rekening gebracbt; 
thans zuUen wy nagaan in boever die bescbouwingen kunnen wor- 
den uitgebreid, wanneer al de indirekte waarden dier vertakkings- 
punten worden in aanmerking genomen. Z^ dan weder 

«^ = l^JHhK, (46) 

en laat z van P^ uit eene gesloten lijn een onbepaald aantalmalen 
doorloopen, en, om ons tot een bepaald geval te bepalen, in den- 
zelfden en wel in positieven zin. Zij voorts de direkte waarde 
van p , c/y en dus de algemeene waarde c/(y 4- 2A;») , dan komt 
volgens de redeneering in N^. 68 met de beginwaarde zzzzP^ 
(Fig. 18) overeen « -H /?, = Q, , welks amplitudo verkregen 
wordt door bij de amplitudo van Q = ;?i den /_ QOQ^ te voegen , 
waardoor men verkrijgt : y + 2k^ H" L Q^Qi = ^^^ •+" XOQi. 



en 
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Is due voor p, = c/y , » +f^ == Qi = ^/^ > en b^gevolg, 

- 

II 

dan is voor /? , = c/(y + 2^*), # + i>j = Qi = ^/(<^ + 2*»), 

i (^ + 2t5r J. , 2M 

dus » = f«/l-:^ = p/J* + — j. 

Neemt men derhalve de indirekte richtingen van i^i in aanmer- 
Idng, dan komen met de beginwaarde j = P| , n pnnten van H 

vlak der w overeen, en wel w = p/4>, wssp/ftH-— )> 
w=:p/^iH \r...w=ip/(^+ ^^'^ ^^ ; de volgende 

waarden »=:p/fit+ — j=r p/(iH-2jr),.,., zouden dezelfde 

pnnten van het vlak der w geven^ en bliyven dus buiten beschou- 
wing. De hier verkregen punten van 't vlak der w komen over- 
een met die van W. 80. Noemt men ze dus ook bier tOit w^^ 

f9g,« •••«'«» dan worden zij aangewezen door 2(7 1, n^^st^i.!/^-*, 

n 

1 J^ , ^2 (» — 1) «" , , .. „ .. 

ii^3 = »i.l/»— •••.«^«=r W|.l/»-i i— , zoodat zy aueei|)n 

begrepen in den vorm «e^= «?i.|J^-i-l. 

83. Doorloopt nu z van P| uit eene gesloten l\)n» die bet 
vertakkingspunt — p^ niet bevat of omsluit^ dan heeft znlksgeen 
invloed op de waarden van w^ die met ss^F^ overeenkomen*' 
Omsluit ecbter die gesloten 1^'n dat vertakkingspunt > dan moeten 
de waarden van f&» die met de beginwaarde zzzzP^ overeenstem- 

men, acntereenvolgens met 1/ — , 1/ — ,..-.,l/— ^- ^— 

n n n 

worden vermenigvuldigd (N^. 80) om de waarden van to te ver- 

kr^'gen, die na den 1"*, 2«° ,..•.(»— \y^ omloop by « = P| 

bebooren. Yolgens boven beeft men bijj bet begin der bew^ing 

voor tt7 de punten Wf, tr^, ^d9*«**^ff> 

derhalve beeft men na den eersten omloop de punten 

1 J^^ 1 J^^ 1 J^^ 1 ^2jr 

^ ^ n n ^ n ' n 

dat is de punten w^^ to^y «7^,.« ••tru^i. 

Evenzoo vindt men na den tweeden omloop voor w de punten 
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en na den (n — l)«ii omloop 

om na den n^ omloop de beginpunten 

«^n-4-l> «^ii-*-2f «^ii-*-S>» . .•«?2ii 

terug te verkrijgen , die nu echter met de eerste 2ir in amplitude 
verschillen. Let men even als boyen alleen op de grapliische voor- 
stelling , dat is op de ligging der punten , dan heeft men dus dat 
bij gzzzF^ de volgende punten van Let vlak der w behooren: 
bQ het begin der beweging, 

«^|> V>^f ^8,. ...tt^«-.l , «?„; 

na den eersten omloop, 
na den tweeden omloop, 
na den (« — ly^ omloop , 
en na den «*° omloop weder, 

Nu zijn iff^j ic^, «^3i.V. .fTn—i, tt^n <i® opeenvolgende worteU 
{§ 11) van de vergelyking «?» — tt>|«=:0, 

zoodat de verscbillende waarden van w niet alleen de wortels z\jn 
dezer vergelijking , maar tevens met elken omloop van g over 
de bovengenoemde gesloten lijn eene cyclische verwisseling van 
de wortels dezer vergelijking overeenkomt *), 

Hadden wij de gesloten lijn in negatieven zin door g laten door- 
loopen , dan zouden de waarden van w in omgekeerde orde zyn 
verwisseld. 

84, Wat in het voorgaande van het punt z zn P^ is gezegd , 
geldt eveneens voor elk an der punt van de gesloten lyn , die f 
doorloopt, zoodat to steeds, hoewel van verschillende punten uit- 
gaande, dezelfde lijn in het vlak der w zal beschrijven, onver- 
schillig in welke indirekte richting men het vertakkingspunt •— /?i 
neemt. Doorloopt bij v. m van P^ uit «-maal eene gesloten lijn 
Lg , die het vertakkingspunt — -j^i omsluit , en beschr^'ft daardoor 
19 in H vlak der w van Q^ uitgaande de l\jn Lv, , zoodat met P| 
voor pi = e^y bij het begin der beweging Q^ , en na den lea , 
2eii , Sen . . , , , omloop de punten Q^ , Qj , Q4 , . • t . . overeen- 



*) Puisxux'b UntersacHungen iiber die algebraischen ranctioneD^ dargestelU 
Ton H. FitOHER. Halle, 1861. le Abhandlung, N''. 19—27. 

2* 
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komen , dan zal , wanneer z dezelfde l\jn X« van hetzelfde punt 
Pj nit doorloopt , en men aan /i| de waarde cf{y 4- 4jr) geeft , 
¥> dezelfde lijn L^ beschrijven , maar nu van Q^ aitgaande ; enz. 

86. Ala tvreede ?oorbeeld kiezen wij 

u>z:ziy{z^p,)[z^f^\. (47) 

waarin wy aan de vertakkingspunten —i^i en — /?j vooreerst 
declits e^ne bepaalde waarde — i'l =-^^i^y| e^i *~jP2 = ""^«^y« 
toekennen. Die punten kunnen nu liggen of beide buiten, of een 
van beide op of binnen , of beide op of binnen de gesloten l^n , 
die 9 doorloopt. 

Liggen beide vertakkingspunten buiten de gesloten l^jn , die f 
van Pi uit doorloopt, dan kan zulks op de waarden van z+Pi 
en s+p^, die met «rr .P| overeenstemmen> geen invloed hebben; 
zoodat in dit geval de begin- en eindwaarden van z+p^ en 
9 + p^ en dus 00k die van to, dezelfde z^jn, boe menigmaal e de 
genoemde gesloten liijn, onverschillig in welken zin, moge doorloopen. 

86. Ligt 66n der vertakkingspunten, bijv. — /?| , binnen de 
gesloten l|]n , die g van P| uitgaande doorloopt , en zijjn de 
waarden van z+p^ en z+p^, die met ^rsrsPj by bet begin 
der beweging overeenstemmen, Z'^-pt = ^i^4^i en z -hp^ cs r^/^e^; 
dan zal, nadat z ^^nmaal de gesloten lijn heeft doorloopen, met zz=:P^ 
overeenkomen z^p^z=:r^/((P^±27^), en Z'\'P^=:zr^/(p^; want, daar 
bet vertakkingspunt — -j?) buiten de gesloten lijn ligt , heeft het 
^n- of meermalen doorloopen dier lijn geen invloed op de waarde 
van z + p^. Nadat z ^-maal die lyn in denzelfden zin heeft door- 
loopen, is echter voor « = Pj de waarde van z + p^ geworden 
ft/(!ptdz^^)i ^3 dus to^ip/^ de beginwaarde van «?, die 
met z :=zPg overeenkomt , dan zal , nadat z de gesloten 
]yn ^-maal in denzelfden zin heeft doorloopen y met hetselfde 

punt Pj van het vlak der z overeenkomen to z=zp/l^± — ^\ 

Laat nu z de genoemde gesloten lyn in positieven zin door- 
loopen » en noemt men tt?, de beginwaarde van w^ dan verkrygt 
men de overige waarden van w^ die bij het punt z zz: P^ behooren, 

door IP I aohtereenvolgens met 1^—, 1/ — ,... .>1 ^ 

n n 1$ . 

te vermenigvuldigen* Al die waarden van w zyn dus 00k nu 

begrepen in den vorm w= «?,]?^ -^ 1 ; zoodat het gezegde in 

NO. 80 ook hier geldt. 
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87. Eindel^k kunnen beide vertakkingspunten n^zi^^p^ en 
f = — P2 ^gg^i^ binnen de gesloten lijn, die z van P| nit door- 
loopt. Is nn de beweging ?an z met betrekking tot de beide ver- 
takkingsponten verscbillend en dus b^V. positief ten opzicbte Tan 
— /7| en negatief ten opzichte van — i?a (zooals in Fig, 28) en 
jByn voor de beginwaarde jrrs P|, « -f-/?| = fx/^i jr +/7j =s ^9/0%* 

en dus w ss (^i^a)*/^ ■ ; dan is, nadit ^ ^^nmaal de l^n heeft 

n 

doorloopen , « 4- j?^ = r,^(0| + 2jr) , « -{- pj =: r^/{(p% — 25r), en 

dus weder w=z{r^r^)*/l^^ . Eyenzoo is na een ^maligen om- 

n 

loop dier lijn z +^, = r i/(0i + 2^^), a +/?j = r^/((P^ — 2*jr), 

01 -f- 0a 

en w = (r^r^Y/l ; zoodat met elk punt der lyn in het 

n 

ylak der z slecbts 66n punt in 't vlak der to overeenkomt. 

88, Heeft ecbter de beweging van z met betrekking tot 
beide vertakkingspunten in denzelfden zin plaats, en zijn voor de 
begin waarde « = P^ weder f +^1 =: ftf^u ^ +A ^ ^%/0v ®^ 

02 j^ 02 

dus » = {r^r<^*/ ; dan is, nadat z de gesloten lijn e^nmaal 

heeft doorloopen, voor hetzeIfdepunt^=Pi,;5+/7i=rj/^(0i±25r). 

^ 02 ± 4t 
if +/?2 = r,/(0j ± 2jr) , en «? = {r^r^Y/ — ; even- 

zoo is alsdan na een' ^-maligen omloop der l^n in denzelfden zin 
s -h /?! = ri/(0i ± 2kx) , a + ;?2 = f«/(^a± 2^jr) en dus 

• 01 "I* 0a "it ^^ 

iozs(r,r^/— = , Is dus weder w^ de bcginwaarde 

vai^ to voor 2 = P^ , dan zullen de waarden , die men voor to 
vindt, wanneer z de gesloten 1^'n l, 2, 3,.*..(»— 1) maal in 

positieven zin doorloopt , zijn: lo^A/ — $^vl/ — , Wi.l^— ,... 

tt^j.l^'^— — — ^ — ; al deze waarden zijn dus begrepen in denvorm 
n 

Is nu n oneven , dan komen deze waarden overeen met die , 
welke to = «?,,i?^4- 1 zou opleveren, en verkrygt men dus in 
zoover dezelfde uitkomst als boven , dat ook nu de punten van 
het vlak der to ^ die met het punt Pj van het vlak der z over- 
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eenstemmen , zullen liggen op den omtrek eens cirkels , die uit 

1 

den oorsprong als middelpunt met (rif^ als straal wordt beschre- 

Ten» en wel zoo, dat zij de hoekpunten vormen van den daarin 

besclireven regelmatigen ^^-lioek; met dit verschil echteri dat nu. 

b\i acbtereenvolgende draaiingen niet de opeenvolgende hoekpunten 

behooren , maar deze telkens 66n overspringen, De gesloten l^n , 

die in Let vlak der vf met de gesloten Hjn in het vlak der z 

oTereenkomt , bestaat ook nn weder uit n congruente lijjnen , die 

alien den oorsprong als gemeenscbappel^k gel^jkstandig punt bebben 

(zie beneden N^ 90). 

Is ecbter n even, dan worden de waarden van v aangegeven door 

« 

n 
zoodat nu in het vlak der to slechts ^ verschillende punten b^ bet 

punt Pi van het vlak der e behooren. De n punten van 't vlak 
der w , die {n — 1) omloopen der gesloten lijn voor m^z Pi zou- 
den geven , vallen namelijk twee aan twee samen , en wel tc^ 

met iff. , Wn met to^ , era. , en zijn derhalve de hoekpunten van 

n 
een' regelmatigen --hoek, om als middelpunt beschreven. Met 

2 

deze w^jziging geldt ook nu het gezegde in N^. 80. 

Wordt »=:2 en dus . 

v>:=zy(g+pt)ii^p^), (49) 

dan komt in dit geval met elk punt van 't vlak der i slechts 
^^n punt van het vlak der v> overeen. 

89. Wordt pi^p^ en bygevolg 

to = i:!^(z^p,y^, ; . . (50) 

dan heeft men niet meer met twee verschillende vertakkingspunten 
te doen ; zoodat men nu slechts de twee ge vallen heeft te onder- 
scheiden , dat — i^i ligt buiten , of binnen de gesloten lyn, die 
s doorloopt. In het eerste geval heeft het doorloopen dier Ijjja 
geen invloed op de waarde van «-|-/?i, dus ook niet op de 
waarde van to , die met « = P, overeenstemt. Het tweede geval 
komt in alle opzichten met het boven beschouwde overeen, zoodat 

het daarbij van de waarde van n afhangt, of met zzzz P^ over- 

n 
eenkomen ^^ of * punten in het vlak der to, 

2 
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90. Tot Toorbeeld kiezen mj de functie 

toz=i^g* • («) 

Doorloopt nu z den cirkel MP^ , welks middelpunt 3f op de 
as is gelegen (Fig. 29*) en is OP^ = 1 , dan zal to de Ijjn 
QAQi8^...Qfi8^Qt beschrft>en (Pig. 29*), waarin Qu Q»,...C5 
met P, ; 8^, S^,...S^ met P, ; Tj , Tj ,...^5 met P3 ; 27^, 
U^,,,,U^ met P^ oyereenatemmen. Gaat z van Pj uit, dankomt 
met den eersten omloop van den cirkel in het vlak der to overeen 
de lljn QiSiQiy met den tweeden omloop de lijn Q^S^Q^^ enz. 
en met den vijfden omloop de lijn Q^S^Qti zoodat na den vyfden 
omloop 10 weder in Q, aankomt, en dus bijj de verdere omloopen 
van z opnieuw dezelfde gesloten lign beschrijft. ^ 

Obmebking. De zoo even genoemde v^f verscbillende l^nen 
QiSiQii Q%8^Q^^ enz. vormen nog de snypnnten Ci, C^,..*iC^i 
in de werkelijkheid hebben die punten ecbter verschillende waar- 
den; stelt b\jv, Ci als punt van Qi^iQi de waarde a /a voor, 
dan stelt zij als punt van Qa^S^Qs de waarde a/f{a -h 2*) voor ; 
die achijnbaar gemeenschappelijke punten zijn dus niet identiek de- 
zelfde, en zelfs stemmen zg als punt van de eene lijn met een ander 
punt van Let vlak der z overeen, dan als punt van de andere lyn. 
Het valt voorts gemakkel^k in de beschouwde functie de indi* 
rekte waarden der vertakkingspunten in te voeren. 

91. Zi(j in de derde plaats 



«? = l?^(^-^;?,)(^4-i?2)(^-h;?3)•.••(^-^•i^)> . . (52) 
dan zyn — 1?|, — i^a, — Ps***'* — Pm vertakkingspunten. Laat 
nu z van P| uit eene gesloten lijn doorloopen, die een zeker aan- 
tal vertakkingspunten omsluit, en wel zoo, dat de bewegingvan i 
met betrekking tot k^ dezer punten in positieven, en met betrek- 
king tot de overige k^ dier punten in negatieven zin plaats heeft. 
Is alsdan 10 ^ = p/i^ de waarde van 10, die met de beginwaarde 
f =: P| overeenkomty dan zuUen bij de voortdurende beweging van 
z, na 1, 2, 3, ••••(» — 1), n omloopen, met si^P^ de waarden 

van I. P/(»+ '\ '' ) . fA*+ n J ' 

,/(4,H.££L=Mf) ^^^^,,2(.-l)(.,>^>^,).j^ 

p/(if -I- 2 (^1 — k^) 9f) overeenkomen , zoodat die waarden zgn bo- 
grepen in den vorm w z=zw^. (iJ^^- 1)* , 
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wanneer A; = iEr^ — Ar, wordt geateld. Dezelfde uitkomst verkr^gt 
men b^ de meet algemeene fanctie 

^ {Z'hPf){9+Ps){^'\'Pt) i^-^Pn) 

In deze fanctie zijn — pi, — i?j,. ...— /?m, — Pt^ '^Ptf** 

— p^ vertakkingspunten. Doorloopt nu z van F^ uit 6ene gedoten 

lijjn, die een zeker aantal vertakkingspunten omsluit en wel zoo, 

dat van de in den teller voorkomende punten — i?i, —/'«,•••• 

-^ ^m> ^1 i^ positieven en k^ in negatieven zin, en van die in den 

noemer voorkomende — /?^, — /'ti* •• .—/?«> ^s in positieven en 

Hfj^ in negatieven zin worden omloopen, en is w^zsp/^ de waarde 

van V , die met de beginwaarde zz=z Ft overeenkomt ; dan is na 

^f . 2jr Ucm — ^2 — Ato -4- kA\ 
den eersten omloop w = p/\ ^ H ^-^ ^ = ^ J , of, 

J 2kn\ 

wanneer men Atj — ^g — Ar^-i-^^ss * stelt, tozizpfi^'-h — 1> 

zoodat de waarden van w die met ^ =: Pj overeenstemmen, begre- 
pen zyn in den vorm w = «?j.(i?^-i- 1)*. 

92. Van de waarden van ^ en ts zal bet nu afhangen, boeveel 
onderscbeidene punten in bet vlak der to met bet punt F^ zuUen 
overeenkomen : zijjn ^ en » onderling ondeelbaar, dan z^n er n 
punten; is k gel^k O, gelijk n of een veelvoud van », dan is er 
slecbts ^^n punt *) , enz. In 't algemeen beeft men dezen regel 
voor de b\j f = P| beboorende punten van 't vlak der v) : bepaal 
bet punt Qt^=^p/^% dat met de beginwaarde jr=P| overeen- 
siemt; besebrijf dan met p als straal uit als middelpunt een 
cirkel; verdeel dezen in n gelyke deelen, zoodat Qx bet eerste dier 
deelpunten wordt ; in positieven zin rondgaande zijn nu bet 1^(Q|}. 
(^4.1)S (2Ar+I)«,....((n — l)^-hl)* deelpunt, de punten van 
't vlak der to, die bij bet punt « = P, bebooren respectieveligk by 
bet begin der beweging , na den 1™, 2"*,....(ii — 1)*** omloop. 
Hebben k en n een gemeenen deeler, dan zullen niet alle punten 
op deze wijze worden aaugedaan. Overigens gelden bier ook de 
bescbouwingen van N^. 80, mits men daarb\j bet gezegde in 



*) Voor i& = heeft men werkelijk slechts ^^n punt in 't vlak der io ; voor 
h^^n of =a» faeeft men volkcmen hetzelfde als bg de fanctien v rs^(«), 
iraarin geene wortelteekena voorkomeD; daarbij vallen ook op dezelfde wijze 
de ponten (l^nen) lameo, dit door de waarden van v worden aangewesen. 
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N^. 88 in het oog houdt. Is byv. /? de grootate gemecne deelcr 
van k en n en is p rii-masl op n begrepen, dan h 

n. t 

to = fTid^^H- 1)* = w^ (|/-h ly . 
en geeft dit dezelfde pimten in 't ylak der w, hoewel in andere 



«c. 



volgorde , als w=: Wj-iZ-t- 1. In dit geval komen dus met een 
punt Pi van 't vlak der z^ Ui punten van 't vlak der w overeen. 
Doorloopt das z »-maal eene gesloten iijn» dan zal to eene gesloten 
Ign beschrijven , die uit «| congruente deelen bestaat , die als 
gemeenscbappelgk gelijkstandig punt bebben , zoo als bijv« voor 
» = 12 en ^ =: 9 door Fig. 30 wordt opgebelderd. 

93. Het byzondere geval , dat eenige vertakkingspunten in 
elkaar vallen, is in dit algemeene geval begrepen; is ecbter dit 
aantal onderling samenvallende vertakkingspunten gelijk aan n of een 
veelvoud van ii, dan zal blijkens bet voorgaande de omloop om 
dit fh of a»-voudig punt op de waarde van w alleen in zoover 
van invloed zijn, dat daardoor de richtings-coefficient telkens met 
2« of een veelvoud van 2;r vermeerdert. Of dus dat punt buiten, 
op of binnen de gesloten lijn ligt, heeft geen invloed op het punt 
van 't vlak der «?, dat met z=zFi overeenkomt. Is dan ook 



dan kan men hiervoor scbrijven 

fo^iz-hptYiyf+Pi, (64) 

waaruit het gezegde nog duidelijker blijkt; want zijn nu z-k-pi'^rzr^^f^i 
en z +p^ = ''a^^a ^^ ir = «?t de waarden van z^^ p^, z-^^p^ 
en w^ die met de begin waarde z = Fi overeenkomen ; en 
doorloopt z van dat punt uit eene gesloten lijn, die wel — -^i, 
maar niet — /ts bevat of omsluit; dan zal na den eersten omloop 
dier lijn met zzzzF^ overeenstemmen ^4-/?i =fi^($i di 2t) 
en ^•t-i?2 = r2^^2, en dus ook w= tt?i,l^± 2fljr. Deze waarde 
van to wordt echter door hetzelfde punt van het vlak der to voor- 
gesteld als de waarde van tox zelve; zoodat met betrekking tot de 
graphische voorsteUing het omloopen van het punt z-^n^^pi geen 
invloed heeft op het punt van 't vlak der w, dat met z = P^ 
overeenkomt. Yoor het aantal punten van het vlak der 10, die 
met ar = P, overeenstemmen, is het derhalve onverschillig of het 
punt «=: — ;?, buiten, op of binnen de gesloten lijn ligt, die z 
van Pj uit doorloopt. Om die reden noemt men « = — p^ geen 
vertakkingspunt , alhoewel voor s = ^^p^ de waarde van to nul 
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woidt (N^ 61). Zoo is in w = (« — 1) -^7, « =: -J- 1 geen ver- 

takkingspunt ; eyenmin in ■ t^T 

s — 1 

Dezelfde beschouwingen gelden voor elken anderen factor « — p, 

die voor het wortelteeken voorkomt; bggerolg komen met « =r P| 

Toor to sz F^ («) a^F^ («) evenveel punten van het vlak der to over- 

een als met w = ^F^(z); de factor Fi{t) oefent dus geen invloed 
uit op dat aantal pun ten, en bl^kens het bovengezegde evenmin op 
de ligging dier punten, echter wel op de eigenlijke waarde dier 
punten. 

94. Hoe ook in de beide laatst voorgaande voorbeelden de 
indirekte waarden kunnen worden ingevoerd, bliykt uit het vol- 
gende. Laat in 

met de direkte waarden j?|=C|^y, , p, =Cj^y,,."«l^i»= ^w^ym 
voor de beginwaarde » = Pj overeenkomen « -f- ;?i = ^i^^i > 
s ^p% = fxf^x ,• • . •« + jP« = 'f'mf^u en «> = p^+, dan zuUen 
met de indirekte waarden 

met de beginwaarde a = Pj overeenstemmen 

«4.jp, =r,/($, -f 2^iV), ^+p, =r,/(4), -*-2^,'T), 

en dus ook 



w 



r"*" ;;^ J' 

waarin ^|', k^',....h ' alle geheele waarden kannen hebben van 
tot en met » — 1. Geven wij aan ^j', k^',...\1e^ al deze ver- 
scbiUende waarden, ons daarbij aan niets bindende , dan kunnen 
al de waarden van w , die met de beginwaarde a zz: Pj overeen- 
komen, terug gebracht worden tot 

95. Doorloopt nu t van P| uit eene gesloten I^n , die een 
seker aantal vertakkingspunten omsluit, en houden wig ons daarbij 
aan de onderstelling van N^. 91, dan zullen na den eersten om- 
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loop dier lijn met zz=iP^ overeenstemmen de pun ten w^hjl — , 

n 

tp^.l/f — , tt?*.!/— !.•. .tPjifl^ — , of wat netselfde is, 
^ n ^ n n 

de punten tot^i, w^^2» ^i-hZf^^^^n eyensoo na den tweeden 

omloop de punten Wf + i.l^— , «^*-t.8.1^— > ^i-hsA/ — , 

n n ft 

...»Wfl/ — , of wel de punten tpg^+i, f^«»4.s, «>n-hZ>'»»^n> 
n 

enz., zoodat ook hierbij eene verwisseling plaats heeft van dewor- 

tels der vergelijking «?» — la^^ = 0. 

96. Is F{z) eene geheele of gebrokene rationeele stelkundige 
functie van z^ dan kan zy steeds worden ternggebracht tot den 

^«,« (^ +Pi) (g -H j^a)(g -h /^s) - - "(^ -*" Pm) 

vorm -III II ■ III! J 

(^ + Pf) i^+P') (« -^Pi)' • • -(^ -h Pu) 
zoodat in de voorgaande voorbeelden alle eentermige stelkundige 
functien z^n begrepen van den yorm 

to=siyF(^l (65) 

of ook, omdat het voorkomen van eene rationeele stelkundige 
functie voor het wortelteeken geen invloed heeft op het aantal, 
de Yolgorde en de ligging der punten in het vlak der to, die met 
zz:i P^ overeenkomen, — de functien begrepen in den vorm 

ioz=zF^{z)^T(z) (66) 

De uitkomsten van het vorige onderzoek hebben ons nu het 
volgende geleerd. 

1^. Neemt men elk der vertakkingspunten in eene bepaalde 
richting, (direkte of indirekte); laat men s van een zeker punt 
P| uitgaande, eene gesloten lijn doorloopen, die een zeker aantal 
vertakkingspunten omsluit; heeft de beweging van s plaats in 
een zin , welke met betrekking tot diegene dier punten , welke in 
den teller (onder het wortelteeken) voorkomen, positief is ten opzichte 
van k^, en negatief ten opzichte van ke^ dier punten, en met betrekking 
tot die, welke van die punten in den noemer voorkomen , positief is 
ten opzichte van ^3 , en negatief ten opzichte van k^ dier punten ; 

is A^i — ^2 ~ ^8 "+• ^4 = ^J ®^ ^^°^* eindelyk met de beginwaarde 
;? = P^ het punt «^| van 't vlak der w overeen; — dan zullen de 
overige punten van 't vlak der w, die na den 1«», 2"», 3«»,.... 
^n -^ i)en omloop van s met genoemd punt 2 = P| overeenstem- 
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men, worden aangegeven door Wi.l/»— , Wi,!/- — , fpi.l/— , 

fi n fi 

....•p|.li^ ; zoodat z^ alle z^n begrepen in de for- 

n 

mule w = » j .(jJ^-h 1)*. 

Al deze punten liggen due op den omtrek eens drkels^ nit O 
als middelpunt bescIireYen, en vallen in de hoekpunten van den 
daarin besdireven regelmatigen it-hoek (zie voorts 14^. 92). De 
Terscliillende punten in hat ylak der to, die met al de punten der 
door z doorloopen gesloteh lijn overeenkomen , vormen eene ge- 
sloten lijn *) , die uit een zeker aantal (» of een deeler van n , 
zie N®. 92) congruente deelen bestaat, welke zich om den oor- 
sprong als gemeenschappelijk gelijkstandig punt regehnatig 
groepeeren. Beschryft men voorts uit als middelpunt cirkels 
met wiUekeurige stralen , dan zuUen de overeenkomstige snijpunten 
dier deelen met zulk een cirkel bij eenzelfde punt van 't vlak 
der g behooren. 

2«. Brengt men ook al de overige indirekte waarden der ver- 
takkingspunten in rekening, dan zullen al de punten in 't vlak 
der tc, die met de beginwaarde zzsP^ overeenstemmen, begrepen 
zijn in de formule 

terwiyl uit deze punten de overige punten, die in 't vlak der to 
met 2 = Pj na meermaligen omloop der genoemde gesloten lijn 
overeenkomen , verkregen worden door eene verwisseling van de 
Xfi orde » hetgeen neerkomt op eene zoodanige verwisseling van de 
worteb der vergelyking 

97. De beantwoording van de door Caught en meer voUedig 
door EiEMANN behandelde questie , hoe men zich van de meer- 
zdnnigheid eener functie kan ontdoen , ten einde deze als eene 
eenzinnige te kunnen behandelen, ligt voor de eentermige function 
van den vorm 

to = Ft(z)p^Iir) (56) 

in de voorgaande bescbouwingen opgesloten. B^ elke bepaalde 



*) Men spreeit hierbg van gesloten Ign ook dan , wanneer de congraente 
deelen , waarnit zij bestaat , werkelijk of scbijnbaar ondoorloopend zgn , en 
ook dan zelfs , wanneer het pont van nitgang z^Pi een Terttkkingspnnt is , 
dat de fanetie ic oneindig maakt. 
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w^'ze van ontstaan van een punt P| van het vlak der z^ en met 
elke direkte of indirekte waarde van de vertakkingspanten , komt 
namel^jk met genoemd punt slechts een enkel bepaald punt van 
het vlak der v> overeen; en evenmin als b\j de bier gevolgde 
wijze van bebandeling verwisseling kan plaats bebben van de 
verscbillende punten van 't vlak der f^ , die bjjj een bepaald pant 
van 't vlak der z behooren; — evenmin kan er questie zyn , welk 
deel van de gesloten l\jn, die in 't vlak der v> met eene gesloten 
Ijjn in 't vlak der t overeenkomt, bij een zekeren (bijv. ^) omloop 
dier laatste gesloten lijn beboort. Bij deze nieuwe wijze van be- 
bandeling kan dus de bovengenoemde functie in alle opzichten als 
eene eenzinnige worden bebandeld (zie N®, 63, 70, 79). 



§ 23. 

WervQt0. De atgemeene JiincHe wss/lz)* 

98. De algemeene stelkundige fnnctie 

^=A') (57) 

kan worden geschreven in den vorm 

waarin /i(«) , A («)••• /^W willekeurige stelkundige, eentermige 
functien van z voorstellen ; en in dien vorm kunnen gemakkelijk 
de bescboiiwingen van de voorgaande § voor bovengenoemde 
algemeene functie worden uitgebreid. 

Eennen w^' dan vooreerst aan de in die functie voorkomende 
vertakkingspunten bepaalde direkte of indirekte waarden toe; 
laten wij z van P| uit eene gesloten lijn doorloopen, die een 
zeker aantal dier punten omsluit ; komt met de beginwaarde 
« = Pi in bet vlak der to overeen voor to =zf^(e) bet punt a^ , 
voor fjoz=zf^{z) bet punt Pj,.... voor tozzifj^z) bet punt Xj ; 
en evenzoo na den eersten omloop respectievel\jk de punten a^ \ 
P% »• • ''^t > ei^M laat eindelijk bet aantal punten, dat aldus 
voor «?z=/j(a) werd verkregen, c,, dat voor «? =/j {<?), c^,,.. 
voor w=/jfc(2), Ck bedragen; dan zal, in de onderstelling dat 

is , met de beginwaarde s = P| voor de algemeene functie 
to =/[«) in bet vlak der to overeenkomen het punt 

to =«i + Pi+ .. .,. +^1 ; 
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en voorts na den eersten, tweeden ,., ••(<?!— !)'■,# •.(o$—l)*",. . . 
(Cii— ])^>»,.;,. omloop achtereenvolgens de pnnten : 

9g = Aj + fti +..•...• + 'ta 
»3=flr3 +153 + ;.H-«3 

w^ = «i^-c, +P«, + +«c, 

w^=flMjfc-«, + ^^•.«^+ 4-'t#i 

Is eindel^k 

2=0^1-1-/7 = ^^2 + ^=: ••••• i= ^i -h t? , 
dan komt na den (/ — ly* omloop met z z=i F^ in het vlak der 
to overeen het punt 

IP, = «^ -f. p^ 4- 4- X|,. 

Om nu bet aantal yerschillende pnnten in H ylak der to te bepa- 
len , die met z:zi P^ overeenstemmen , moet men nagaan yoor 
welke waarde van I, toiz=.iOi wordt. Zulks is bet geyal, omdat 
alleen op de ligging der pnnten gelet beboeft te worden , als 

|7 = ^= =t7 = l is, en dus I 66xi meer is dan bet 

kleinste gemeene yeelyoud yan c^ , c^ ,. . • .c^. 

Is derbalye «)i=zf(g) eene willekeurige stelkundige functie yan 
z , en doorloopt z yoortdnrend eene zekere gesloten lijn , dan zal 
bet aantal pnnten in bet ylak der to, die met 66n punt P| dier 
l$n oyereenkomen , gel^'k z\jn aan bet kleinste gemeene yeelyoud 
yan de getallen, die aanwijzen boeyeel pnnten yan bet ylak der 
to respectieyel^k met dat punt Pi zouden oyereenkomen , indien 
in genoemde functie elk der termen acbtereenyolgens alleen 
yoorkwam. 

99. Voert men nu ook al de indirekte waarden der vertak- 
kingspunten in, dan zullen al de punten in 't ylak der to, die na 
de yerscbillende omloopen yan z oyer de gesloten l\}n met z^^Pt 
oyereenstemmen , begrepen zijn in den yorm 

to = tf||/-h 1 4- Pi K+ H-. . . . 4- ^4 v^4- 1; • . (59) 
en b\) die acbtereenyolgende omloopen zullen de waarden yan den 
eersten term yerkregen worden door eene yerwisseling van de wor- 
tels der vergelyking w**' — • a^** = , 
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die van den tweeden tenn door eene yerwisseling van de wortels 

van »»»»•— pj«t£=0, 

enz. en die yan den laatstea term door eene verwisseling van de 

worteb van »** — Xj»*=0. (60) 

Is nu Fito)=zO (61) 

eene vergelyking, die tot wortels Iieeft de som van de wortels der 
bovengenoemde vergelijkingen^ wanneer deze wortels op alio moge- 
lijjke w\jzen door het plus-teeken EJ|jn verbonden (op de w^jze die 
boven in form. (59) is aangeduid) ; dan z^n al de waarden van w, 
die met ;s = P| overeenkomen^ wortels dier vergeliyking JP(t0)=:O. 
Welke dier waarden van w men nu ook moge nemen, steeds zal 
z\) dezelfde verandering moeten ondergaan om de waarde van w 
te verkr^gen , die na nog 66n omioop van z over de gesloten ]^n 
met 2 = P| overeenstemt. Z\jn derbalve de wortels der boven« 
genoemde vergelijking F(to)=zO op eene bepaalde, regelmatige> 
met het zoo even gezegde overeenkomstige wijjze gerangscbikt ; 
dan zal men, van een bepaalden wortel uitgaande, telk^is een 
zelfde aantal wortels overslaande^ de achtereenvolgende waarden 
van to verkrijgen, die b^* eene bepaalde waarde-toekenning der 
vertakkingspunten met gz=:Pi overeenstemmen. 

100* Door een enkel voorbeeld zullen w\j het bovengezegde 

ophelderen. Is tozizl/ +l^«-hi'8i ...••• (62) 

dan zjjn "^Pu ^"P^ ^^ — Pa vertakkingspunten, waaraan w|j 
vooreerst slechts eene bepaalde direkte of indirekte waarde toe- 
kennen. Laat alsdan met de beginwaarde $ z=:Pi overeenkomen 

^ — ^ zzzu en i/JhkpI =: t> en dus ook wszu + vi laat 

voorts s van P| nit eene gesloten l^n doorloopen , dan onder- 
soheiden wig hier alleen de volgende gevallen. 

1^. De pnnten — /$ en — i^i liggen binnen de gesloten Mjn 
en de beweging heeft voor beide plaats in positieven zin; of 

de pnnten — Pa en *— /^s liggen binnen de gesloten lyn en de 
beweging heeft voor — jp$ in positieven en voor — */7^ in nega- 
tieven zin plaats. 

Men verkr^gt dan voor de pnnten van 't vlak der to , die met 
z :=zPi overeenstemmen , na den eersten omioop 

«,1^~ +t>.l/«', stel ssfo^, 



S2 



4ar 
na den tweeden omloop uA/f-^ -f- r.l^2jrt stel = v>^ , 



w 



>l M 



3 ' '-^—' 8 

derden „ u.l/2it 4-«?.l/3sr, „ =»4, 

3 

vijfden „ u.l/— + v.l/67r, „ =1^5, 



„ „ vierden „ «*l/-7r -4-«>*l/4?r, „ =tt7j, 



„ „ zesden „ u.l/f4iyr -f-r.l^6T, 

welk laatste punt met het beginpunt 10 , samenyalt. Men heeii 

du9 hierbij zes pun ten in 't vlak der «, die met «=Pj over- 

eenkomen. Al die punten zijn begr^en in den yorm fo=u|^-|- I4- 

+ V l^-h Ij en wopden verkregen door eene gelijkt|jdige verwisse- 
ling van de wortels der vergelijkingen 

w^ — tt* = en w^ — t?' = 0. 

2^. De punten — jt?g en — j»i liggen binnen de gesloten lyn, 
maar de beweging heeft ten opzichte van het eerste in positieven 
en ten opzicbte van het laatste in negatieven zin plaats; of 

de punten — /?3 en — jPa liggen binnen de gesloten lijn, en de 
beweging is ten opzichte van beide positief. 

De beginwaarde van ic is nu weer to^I=lu + v; na den eersten 

2t 

omloop wordt «>=r «.l^^ — -j-r.l^s", welke waarde hetzelfde 

3 

punt voorstelt als boven het punt ioq ; zoodat men voor de punten 

van *t vlak der 10, die met « = Pj overeenkomen, verkrijgt na den 

2jr 
eersten omloop «.l^— .^ +v,l/fv =Wg, 

o 

tweeden „ m.1^— _ +v,1^2^ z:=: to ^, 

o 

derden „ «.l^— 2sr + v.I/Ztf = w^ , 

^ 85r 

vierden „ u.\/ — + ».l/4^ = w^ , 

o 

vijjfden „ «.l^— -7-- + vA/^^ = «?ji , 

o 

zesden „ u,\/ — 4sr + vA/Qx = «>|. 

Terwyl in het eerst beschouwde geval w^ overging in to^, w, 
in 1^3, enz., gaat in het tweede geval to^^ over in f^^, f^g in 105, enz. 

3^. Liggen alle drie vertakkingspunten binnen de gesloten lijn , 
en heeft de beweging ten opzichte van — i?8 en — Pi in positie- 
ven en ten opzichte van — /?i in negatieven zin plaats, dan ver- 
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4- 
krijjgt men na den eeraten omloop voor w het punt «»=tt.l^-~^4- 

o 

-{•v.I^^, hetgeen met het punt w^ van boven samenyalt. Na den 
tweeden omloop verkriijgt men w =z m*!/^-^ + v.l/l2w, welk punt 

o 

samenyalt met ic^i enz. Men vindt aldus voor w achtereenvoIgenB 
de punten i0|, w^^ Wf^, Wj^, w^^ te^s, w^, «'6»***- 

4®. Liggen alia dHe vertakkingspunten binnen de gesloten l|jn 
en is de beweging van z positief met betrekking tot — /?3 en — jpg 
en negatief met betrekking tot -^/^i » dan verkr^jgt men voor de 
punten van 't vlak der w^ die met z =:P| overeenkomen, acliter- 
eenvolgens iP| , Wj, w^^ to^^ tOf^, Wq, to^, tt?a,..t. 

59, ligt "-/'a buiten de gesloten liijn» die z doorloopt, dan 
kunnen de punten w^, Wj^ en f^^ niet voorkomen, en kan er dus 
alleen een overgang plaats bebben van t9| op w^ , en van to^ op 
100 9 of van fo^ op to^ en van w^ op w^. 

6^. Ligt daarentegen —■/'a alleen binnen de gesloten l\jn, dan 
kunnen de punten to^^ to^, tp^ en w^ niet voorkomen en kan dus 
de overgang alleen van to^ op to^^ en van tOj^ op w^ plaats vinden; 
enz. enz. 

101. Z^n de direkte waarden van ^, , p^ en p^ respectievemk 
^i^^i » ^i/7i ®^ ^zfyz ^^ voert men ook hunne indirekte waar- 
den in, dan kan men voor jp| nemen d^/y^^ ^xfiVx'^^^) 
en C|/(y| + 4^) ; voor p^, c^/y^^ ^a/Cra +2;r) en c^/iy^^^n); 
en voor /^^ , ^^/yz ^^ ^^/{7z "^ ^^) ^ ^odat men in het geheel 
18 gevallen heeft na te gaan, waarbij dan nog op de Ugging der 
punten en den zin der beweging van z meet gelet worden. By 
elk dier 18 gevallen verkrijgt men na de verschillende omloopen 
van z dezelfde punten w^^ t^^ > • • • • ^6 ^^ dezelfde volgorde of juist 
in omgekeerde volgorde to^^ w^, fo^f,,..w^i hoewel daarb^j het 
beginpunt van ^o^ tot iOq kan afvdsselen. Neemt men bijv. p^ ^= 

= ^i/(yi + 4^) » P% ^= ^j/ya c^ Pfi = <^%/{yz + 2«-) , dan is de 
waarde van u> , die met de beginwaarde s = P| overeenstemt , 

49r 
uA/-^ + v.\/iFi welk punt met to^ samenvalt. 

Worden nu de drie vertakkingspunten omloopen, en is de bewe- 
ging van z positief ten opzichte van — P| en — jPs, en negatief 
ten opzichte van — jpa , dan is de waarde van to voor z =z P^ 

na den 

8 
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eersten omloop «.l^— -f-r. 1^2t = «^5 

tweeden „ u . Y/^tt -h ^ '^/^n == w'^ , 

enz. , zoodat men voor dc punten in het vlak der w, die met 
z z=iP^ overeenstemmen , vindt i^g , tt?5 , t9^ , . • • . .«9| , f^^ , • t • • • 
Dezelfde punten verkrijgt men, wanneer — j?^ buiten de gesloten 
lijn ligt , en de beweging van s positief is ten opzicbte van —/'a 
en negatief ten opzichte van — ^i ; — of ook, wanneer — />| 
ligt btiiten die lijn en de bewcging posifief is ten opzichte van 
—p^ en — 1?3. 

Is in al deze gevallen de beweging van s ten opzichte van 
— «j?i en — jDj juist in tegengestelden zin als boven, dan verkr^gt 
jnen voor w achtereenvolgens w^y w^, w'a** - • .t^e > ^i > • • • • 

102. Al deze uitkomsten stemmen volkomen met het gezegde 
in N°*. 98 en 99 overeen; men ziet ook hier weder , dat er bij 
de hier gevolgde wyze van behandeling geen twijfel kan bestaan 
aangaande de punten in het vlak der to, die b\j elkander behooren. 

De boven verkregen punten to^, w^^ to^, zyn alien volkomen 

bepaald ; doorloopt nu z de gesloten lijn zes of meermalen in den- 
zelfden (positieven) zin , dan beschryft ook v) eene gesloten lijn , 
die uit zes (niet congruente, maar wel als de som van twee con- 
gruente lijnen voor te stellen) deelen bestaat , die respectievelyk 
f^i en io^y 102 en «739,«,.f9g en w^ tot uiteinden hebben. Heb- 
ben bijv. de vertakkingspunten de in het voorgaande N^« aange- 
nomen waarde, en wordt de ligging dier punten ondersteld met 
het eerste daar beschouwde geval overeen te komen; dan zal m^t 
de lyn, die door z wordt doorloopen, in het vlak der to overeen- 
etemmen, met den eersten omloop het deel der bovengenoemde 
door w beachreven lijn tusschen de punten to^ en to^^ met den 
twe^den omloop het deel dier lijn tusschen to^ en toj^y enz, Hieruit 
bl\jkty dat op deze wijze elke veelzinnige functie als eene een- 
zinnige functie kan worden behandeld. 

103* Hoewel de beschouwingen van Nos, 98 en 99 geheel 
algemeen gelden , moeten w^j nog de aandacht vestigen op het 
bijzonder geval , dat een der functien /*(«) niet voorkomt in den 
vorm "i^Hz^ waarin I\%) eene rationeele stelkundige functie voor- 
stelt. Daartoe moeten tr^* het aantal punten opsporen, die in het 
vlak der to met 2 = P| overeenstemmen , indien z van P^ uit 
eene gesloten lijn een onbepaald aantal malen in dezelfde richting 
doorloopt , en «? is van den vorm 
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«, Hb 



w:=zyF,{z)^V/F^(i), (68) 

voor liet geval, dat F\{z) en Fj^z) rationeele stelkundige functien 
zija Tan z, 

Uit liet Yoorgaande is gemakkelijk af te leiden, hoeveel punten 
in het vlak der » bij x =r P| zouden behooren, indien w = Pj (js) 



«>. 



of «? := j/lj (2) was. Laat dit aantal voor 19=^4 (x) bedragen 



(?i , en wel de punten «|> «2,. .. .«<-,, en voor w s^\/F^{z)z\]n 
<?2, en wel de punten 0^ , Pj,. . . .jS^,, zoodat «| en ^| , le^ ^^ Pj|, 
....^ifc en 0jb in wording overeenkomen en due na eenzelfden 
omloop met %z=z P^ overeenstemmen. Voor de hier beschouwde 

functie to (63) vindt men nu de punten ym^-^P^t K«j-hfti > 

.... y^di 4- ft , . . ; . Het aantal punten in *t vlak der to wordt 
verkregen door op te merken , dat voor ^ = (w?| +/? = 3cj -f- ^ , 



«i. 



yai +ft en {/a^ -f* fi^ dezelfde punten zullen voorstellen » indien 
voldaan wordt aan de voorwaarden , dat vooreerst pzzzq^zl en 
dus 00k a(?| =: bc^ is , en ten tweede dat f»| een geheel aantal 
malen op ad^ en hc^ begrepen is. De kleinste waarde van l^ die 
aan deze voorwaarden voldoet, is ^^n meer dan het kleinste gemeene 
veelvoud van n^ , c^ en c^. Is u dit kleinste gemeene veelvoud , 



«t fii 



dan geeft i/On+it^Pwhi betzelfde punt aan als K'i + (3i, zoo- 
dat by het punt P, van 't vlak der z, u punten in het vlak 
der 10 behooren. 
Voor de waarden van to, w=:tf*+ft, die in to :=z F^(z) -{^ 

\(z) met s = P4 overeenkomen , gelden in alle opzichten de 



*f. 



beschouwingen van N®. 99; voor to z^ytti^Piy dat is voor de 



«r 



waarden van 10 , die met s = P| in w = j/P^ (i) •4- |/Pj (») over- 
eenstemmen> gaan zij derhalve 00k door, indien men daarbQ slechts 
in H oog houdt, dat de vergelijking , die voor 10 de waarden 



yat + Pk oplevert, tot wortels heeft de w^^-machtswortels van 

de wortels der vergelijking , die de waarden at + fo zou opleveren. 

Bovendien moet men hierb^ in aanmerking nemen, dat niet aUeen 

de waarden van z , die Pg (2) nul of oneindig maken, vertakkings- 

punten zyn; maar dat zulks ook het geval is met die, voor welke 

3* 
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I'^ (x) + y'F^ (z) nid of oneindig wordt. Deze laatste vertakkinga- 
punten zijn af hankelgk van de eerste, maar mogen daarom b^ de 
beschouwing van de functie niet buiten rekening worden gelaten. 

10^. In sommige gevallen kan men de bepaling van de punten 
in het vlak der to aanmerkelijk bekorten. Is bigv. 

to^^w + zzzzO . ; (64.) 



of «,=^|(_,+//,.-^) + /.^(-s-.;/s^^),(65) 
^n stelt men in wss^rf"— « ±A»' — 5=1 (66) 



riSAMAi 



±A'^-5^='. 



i,n U , = i:^(,_ -5y)(.+^) (6T) 

2 2 

waarin •4-»"^>= en — ^ vertakkingspttnten zyn, die men voor- 

2 2 

eerst kan nemen in den zin van -^=s ifO en ■ — ^ ^ar. Daar geene 

1/^27'^ 1/27'^ ^ 

enkele vraarde van z de fnnctie onder het teeken ^ gel^k nul 

maakt, heeft de fonctie w geene andere (eindige) vertakkingspttnten. 

Men bepaalt nu vooraf de waarde van t^ die met den gege- 
ven omloop overeenkomt, en snbstitueert die waarde in (66), waama 
deze vorm als 10 = i?^(8 -^ p^) kan worden behandeld. 

105. Uit het voorgaande bl\jkt voldoende, hoe men te werk 
gaat met de ftmctie 

tc=y{F,iz)+i!>[i\(z)^....yFj^{z)]};. . . (68) 
zoodat elke stelkundige functie van den yorm 

*-/{') (67) 

op de hier gevolgde wijze kan worden behandeld. 



$ 24« 

mss 00 aiB weriakkingBpuHi, 

106, Uit de bepaling, die w\j in § 20 van vertakkingspunt 
hebben gegeven, volgt, dat wanneer z:=zp^ een vertakkingspunt 

is van de functie «>=/(«), en men hierin door - vervangt, (hier 
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en in *t vervolg dezer § staat 1 voor -f- 1) (zie N®. 24); alsdan ook 
« = — een vertakkingspunt zal zijn van de daardoor verkregen 

functie w=/f-j, en omgekeerd, dat z — ^ een vertakkingspunt 
zal zijn van w=zj{z), indien ^=zpi als vertakkingspunt van 
w=ff^) voorkomt. Dienovereenkomstig noemt men z = oo 
een vertakkingspunt van de functie io =z /(«) , indien w = een 
vertakkingspunt is van de functie »=/[-). 

In w =zp^u is tt = een vertakkingspunt , derhalve is ook in 

to=i!^^ (69) 

2 = oo een vertakkingspunt. 

Hetzelfde is het geval met de functie 

w = };y(f+^ (70) 

voor alle waarden van k, behalve voor /j?=±» of ±an, want 
in de omgekeerde functie 

--^PW (") 

is ti = een vertakkingspunt, uitgeuomen in de genoemde gevallen. 
Evenzoo is « =00 geen vertakkingspunt in 

M> = m f>'-^ > (72) 

daarentegen wel in 

behalve alleen in liet geval , dat de aantallen factoren in noemer 
en in teller gelijk zyn , of » , of een veelvoud van n verschillen. 

In *t algemeen is steeds 2 =00 een vertakkingspunt in elke 
eentermige functie van gebroken graad. In eene meertermige functie 
is z = 00 een vertakkingspunt, indien zulks het geval zoude zijn voor 
een of meer der functien , die men zou verkrijgen , wanneer acMer^ 
eenvolgens elke term slecMs alleen voorkwam. 

Zoo is s := 00 een vertakkingspunt in de functie 

u>=i/^^ + i/z^p^, (78) 

doordien zulks het geval is in de functie 



V3 
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en evenzoo iu de functie 



«, = ^. (- , + f^.. _^) 4. //i(~ . -f^s. -1 )...(65) 

doordat zulks het geval is voor Ceide term en. 

107. Men kan nu de voorgaiinde beschouwingen van §§ 20 en 
yolgende toepassen voor het geval, dat s=co als vertakkingspunt 
moet worden in aanraerking genomen, wanneer men daarbij slechts 
let op de omstandigheid , dat een doorloopen van z van het punt 
f =.00 in «?=y(s), neerkomt op het doorloopen van u van het 

/1\ 

punt M =z in iff =/ ( ~ ^, en dat evenzoo het geval» dat de ge- 

sloten l\jn, weike door z wordt doorloopen^ het punt z =00 niet 
bevat of omsluit, neerkomt op bet geval« dat de gesloten Ign^ die 
u doorloopt, het punt v = niet bevat of omsluit. Zoo geeft de in 
N^. 62 voorkomende beantwoording der vraag: welke punten in 
het vlalc der 90 stemmen overeen met de pnnten in het vlak der 
II, welke u doorloopt, wanneer z\j fich van 2«| = 4< 1 over de as 
door den oorsprong naar Wj = —* I bcweegt , indien 

is , tevens het antwoord op de vraag 1 welke punten in 't vlak 
der w behooren bg de punten , die z in het vlak der s achter- 
eenvolgens doorloopt, wanneer zQ zich over de as van -|- 1 door 
00 naar — 1 beweegt , indien 

«'=/^; (74.) 

is. 

Evenzoo is in M^* 64 de vraag opgelost: welke punten in het 
vhk der w stemmen voor 

Iff = 1/5" 

overeen met de punten in het vlak der z , welke % doorloopt , 
indien zy zich over de as van -f- 1 door co naar — 1 beweegt. 

114. Wat eindelijjk het geval betreft , dat eene gesloten l^n 
het punt z = 00 omsluit , moeten wy hier nog opmerken , 
dat elke gesloten lyn in het vlak der z beschouwd wordt 
H punt z = 00 te omsluiten , indien de gesloten lijn , die 
men verkriggt door het omgekeerde te nemen van alle achter- 
eenvolgende waarden van s , den oorsprong omsluit. Nu is 
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4-11 

— -—- = - Jf — , waaruit volgt , dat wanneer eene der beide 

gesloten l^*nen den* oorsprong insluit » zulks ook met de andere 
het geval zal zijn, zoodat men mag zeggen dat het punt z =00 
door eene gesloten l\jn wordt ingesloteUi indien zulks met het 
punt z = het geyal is. Men moet daarb\j echter in aanmerking 
nemen , dat de beweging van s oyer de gesloten 1^'a met be- 
trekking tot het eene punt in tegengesteldeu zin plaats heeft als 
met betrekking tot het andere. 

Is byv. w—^'t (76) 

en doorloopt % van P| uit in positieven zin den cirkel 0P| , die 
den oorsprong tot middelpunt heeft; en is yoor de beginwaarde 

s=:Pi,«^iZ=:^/^4^; dan is na den eerstenomloope^^zirp/ff ^4-— V 

wanneer alleen t = als yertakkingspunt wordt beschouwd. Wordt 
echter alleen 2 =:oo als yertakkingspunt in aanmerking genomen, 

dan is na den eersten omloop W2=p^(ip— — 1; en dus wan- 
neer beide als yertakkingspunten worden beschouwd, is na den eer- 
sten omloop »j = pf^\ zoodat zulks neerkomt op 't geyal, waarb^ 
de gesloten lijn , die z doorloopt, twee yertakkingspunten omsluit , 
waarbij de beweging met betrekking tot het eene punt in positieyen, 
en met betrekking tot bet andere in negatieyen zin plaats heeft. 

{Wordt vervolgd). 



OVER DE WAARSCHUKLIJKHEID VAN DE TERSGHIL- 
< LENDE HOGELIJKEl'ITKOnSTENEENERTERKIEZIKG 
WAARBIJ STEnHERS VAK TWEEERLEl KLEUR ZICH 
BIJ LOTING IN AFDEELINGEN VERDEELEN. 

Door D. J. KORTBWEO. 
{Vervolg van Dl. I, Biz. 178.) 



V. 

§ 19. W\j keeren thans weder tepug lot de formule (B) en 
merken op dat de te overwinnen moeHyklieid bestaat in de be- 
rekening van : 

2 I" * 1 



^(r)=2« 'U' ^ ' \, .... (26) 

waarbij gesommeerd wordt onder de voorwaarden (4) en (6); 
immers voert men dit functieteeken in de uitdrnkking (B) in , 
dan vindt men 

2r» 






(C) 



In plaats van nu echter ^{V) zelve te bepalen, beschouwen w^ 
vooraf eene andere functie, die met ^(V) in naauw verband staat. 
Sommeert men namel^'k 

2 l»» * ) 

2« fi 1 J (27) 

niet mcer onder de voorwaarde (4); maar onder de meer alge- 
meene voorwaarde 

0^2r,-2t^V<^i ....... (28) 

— 1 1 - 

terw^l overigens behouden blijft de voorwaarde (6), en de bqeon- 
derbeid, dat de grootheden v^, Vj. • .rm, t>'|,. . .«'» slecbts met 



1 
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voile eenheden te gelijk aangroeien mogen, dan Terkr\jgt men 
eene andere uitkom&t, die wij voorstellen zullen door 

en die met 0(F) op eenvoudige wijze samenhangt. 
Bedenkt men namelijk dat onder de aangegeyen voorwaarden ook 

1 1 

slechts met voile eenheden aangroeien of afhemen kan , dan is 

ten duidelijkste 

*(n-*(5-l) = 0(n,. ..... (29) 

waarvoor men natuurlijk schrijven kan 

"^^ ' F_(r— 1) 

of — bij benadering •— indien het aantal termen, waaruit de 
sommaties bestaan, groot genoeg is om bij veranderde waarde van 
F een vloeiende verandering van ^(F) to verwachten , 

<pin='-^ 't^^) 

terw^l bet by eenig nadenken blyken zal, dat aan de voorwaarde 
noodig voor de benaderde geldigbeid van deze formule alleen in twee 
gevallen niet voldnan is, namel^k 1*. bij kleine getallen stemmers, 
2*, voor waarden van F, die absoluut genomen — dus niet in 
vergeiyking van ks — tot de kleinere getallen behooren , en dan 
nog slechts voor zoover de bepaling van P^.o betreft, welke waar- 
schynl^kheid dan ecbter zeer klein moet zijn. Voor alle overige 
gevallen is de formule (30) zeer bruikbaar. Het zal derhalve 
niet noodig z^n by toepassing dezer formule andere gevallen van 
uitzondering aan te geven, dan die reeds vroeger werden vermeld. 

§ 20. Wat nu de bepaling van 4^{F) betreft, merken wij op, 
dat by gegeven waarden van v^,.,Vm, t?'|«.,»«— i, de grootheid 
v'l^ in bet algemeen nog een geheelen reeks waarden zal kunnen 
verkr\jgen , die voldoen aan de voorwaarden (28) en (4) , welke 
waarden begrepen zullen zijn tusscben een bovenste grens ^'« en 
een benedenste grens «^» , die beiden af hankelyk zyn van de waar- 
den van V| > • • • Vm > t^'i • • •t7'«. !• 

Men zal dus mogen scbryven : 



«« 



Geeft men vervolgens in gedaebten aan v^...Vmi t?', ...r'n.i 
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vaste waarden ; maar denkt men zich v\ « i ?eranderlyk , dan zal 
ook deze grootheid ten gevolge der Yoorwaarden (28) en (4) 
weder begrepen moeten blijjven tussohen twee grenzen a'h— i en 
0'i»—i> die nu op hunne beurt afhankel^k z\jn van 9|. ••««!» 
v\* ,. v'n — S) zoodat 

Zoo Toortgaande vindt men ten slotte : 

* (n = 2 f fi~; *• 1 2 «-; •> j 2.... 2 [ «"; ' "-^ 2 «- ; •« L. J I bi) 

of — voor groote getallen stemmen — : 

~i "' rfr.y -; •• rfp,y .... 

a] ai 8} 

«n— 1 *« 

waarbij iedere integratiegrens in bet algemeen afbankelijk is van 
alle grootbeden t7|..«;t?B,, t>/. . . .«/ die in de formule meer 
naar linkscb als veranderlijken voorkomen. 

Juist in de bepaling dezer integra tie -grenzen is eene moeilijkbeid 
gelegen, die wy voor alles moeten trachten te ontwyken. 

§ 21. Daartoe worden wy in staat gesteld door de bekende 
methode van Lrjeuke-Dibichlet , die benist op eene eigenschap 
van sommige bepaalde integralen, wier waarde gclijk is aan de 
eenbeid , zoolang eene zekere constant e blnnen zekere grenzen 
gelegen is ; maar nul wordt , indien die constante buiten die gren- 
zen ligt. 

Tot deze integralen behoort 



_1 A^'''^ji2i^C)u?=ri SinCu 



fit) = J / e^ ' "' ' . ~— . fl?«; . • (33) 

— 00 
zoolang nameiyk de constante t grooter is dan nul en kleiner dan (7, 
is f{t) gel^k aan de eenbeid Is daarentegen t negatief , of ook 
positief, maar grooter dan (7, dan is /(/) volkomen nul. 
Substitueeren wg nu 

1 1 



43 



en 

C:=L V 
dan zal: 



du 



_ 1 f^^U £v - 2 h'p - i\ uv:r\ SinVu > ^^^^ 

— oo 

eene fanctie yoorstellen, die nul wordtzoodradegroothedenV|.«.VM, 
^/•.••r„' niet meer voldoen aan de voorwaarde (28); maar die 
aan de eenheid gelijk blijft, zoolang deze voorwaarde is verndd. 
Vermenigvuldigen wy das in de formule (32) de nitdrukking 

e s , voorkomende binnen het eerste integraalteeken met 
/•I 2t?- — 2V > dan zal zulks op dewaarde der veelroudige inte- 

graal geen invloed knnnen hebben, daar de integratie-grenzen 
immers zoodanig gekozen z^n, dat alle waarden v^.,..Vmi v^'.,„v'm, 
voor welke geintegrcerd wordt, aan de voorwaarde (28) voldoen. 
Men zal dus mogen schr^'ven 

4/(r)=/ e s dv^t e t ^ dv^J ••.. 

«f «! «t 

maar b^ deze veelvoudige integraal zal men thans zonder gevaar 
de integratie-grenzen ruimer kunnen nemen dan de voorwaarde (32) 

zulks veroorlooft; immers de nieuwe waarden v^, v^ r^ , 

I?/. .. .vnt die daardoor in de integratie zouden worden ingevoerd, 
maken de nitdrukking binnen bet eerste integrai^lteeken identiek 
nul , en veranderen dus de waarde der veelvoudige integraal vol- 
strekt niet. Bg de vaststelling der imtegratie-grenzen zal men zich 
derbalve ontslagen kunnen rekenen van de voorwaarde (28), en sleohts 
behoeven te letten op de voorwaarde (4r). Men mag dus alle 
integraties uitstrekken tusscken de grenzen en \s, en men vindt 

i*^ 2 ^ ^9 2 ^ pis 

♦(r)=s/ rV'"" dt^j rV''' dti^l .... 

6 
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o — oo 

§ 22. Daar voorts in (36) de uitdrukking, die geintegreerd meet 
worden , binBen de integratie-greDzen geene oneindige waarde ver- 
krijgen kan, zoo zal de Tolgorde der integraties naar willekeur 
gewjjjzigd mogen worden. Men zal das kunnen schfi^Ten 

.f-CO 



— oo 



(87) 



Sin Fu 

• duAv^dv^v^. . . •dv\\ 



u 

of, indien men de verscliillende factoren, waarin de te integreeren 
uitdrukking ontbonden kan worden, zoo ver mogel^k naar linkscb 
overbrengt, 

1 r-^^ « VuV^Sm Fu ^ /*' « ?li! 4-2rt»f:ri . 
= - / e ^^^ e i ^ dv^ 

— oo 



Merkt men au echter op, dat de verschillende integraties, behalve 
de laatsie naar «, yolkomen van elkander onaf hankelijk zijjn, zoodat 
men de uitkomst der eerste integratie b\j de tweede integratie als 
een constante factor beschouwen kan ; en stelt men tevens 



O O \ 

= .... = / e r-*-^'""'''~^rfr.=:X(«), \ 



(39) 



derhalve 
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dan Tindt men 

♦(^>=;/"" {x(«)}"{x(-«)}--^«''=T£^^^^ ^^jj 

— oo ** 

waaruit oogenblikkel^'k volgt 



of ook, omdat 

*f^>=i A'^^ {^wr(x(-«)r -^'^•^^^i., (42) 



of eindelgk, door substitutie in (C), 

1 kl 



•Ttn.M Sir — 



^^ 5r w/ n! 



— oo 

§ 23, Wy moeten thans tracliten te bepalen 

2** 




X{±u)z:z/^e'^T'^''''^'^dx ; (43) 

Daartoe merken wy in de eerste plaats op, dat deze integraal 
slecbts zeep weinig zal Yerschillen met de integraal 

Q 

Het verschil bedraagt namely k 
en kan gebtacht worden onder den vorm 



/ 



«"" # Co82ux dx±y ^ly e^ i Sin2uxd«i 
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zoowel het rceele als het iraaginaire gedeclte van deze uitdrukking 
is eehter kleiner dan 

/oo __^ 
e t dx , 

du3 kleiner dan 

a('-'(^i))> 

welke uitdrukking — volgens eene bekende eigenschap der fl- 
functie — , reeds voor niet al te kleine waarden van «, bijv. voor 
« > 18 slechts eene onbeduidende waai*de meer bezit. 

Men zal dus zonder noemenswaarde fout mogen scbriyven 

e s - dm. .\. . . (44) 

o 

§ 24. Deze laatste uitdrukking kan geschreven worden onder 
de gedaante 

X(± «) = e2/ e \ t 2 J dic 

o 

of, als wij invoeren als nieuwe veranderlijke 



tzzzxf/^qzufA.l/^h 
onder den vorxn 

X(± u)z=:l/-,f Tj e-^^dt.. . (45) 

2 

Wat nu deze laatste integraal betreft, zoude men geneigd zijn 
te onderstellen 

J e dtzzj e"' di; (4.6) 

eyenwel is het bg nader inzien duidelijk, dat deze gelijkstelling 
niet £onder onderzoek mag worden aangenomen ; immers er is 
^ priori geene reden om aan te nemen , dat noodzakel^k , voor 
iedere waarde van d , 
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^ di=:lim{az:zoo) I e a/; (47) 

integendeel de deugdelijkheid van deze Yergelijking moet getoetst 
worden aan een eenvoudig kenmerk, ontleend aan de theorie ?aii 
Cauoht betreffende integralen met imaginaire grenzen. Uit deze 
theorie blgkt dat de stellizig (47) al of niet juiat zal z\jn, naar mate 

lim (a = oo ) & 
al of Diet tot nul nadert. 
Nu ia echter: 



en daar het niet twijfelachtig kan zijn, of deze laatbte uitdrukking 
nadeit voor toenemende waarden van a tot de limiet nul^ zoo 
is inderdaad de gelijkstelling (47) en dus ook de gel\jkstelling 
(46) gerechtvaardigd ; zoodat 



lys -.^L z*®® 



e . di\ 



waaruit dan onmiddelyk volgt 

r. 



8 



X(±»)=/^-..— 8 



»»* 






oo 



/" 



Vi'r=l_ 



e 



-^'di 



'dt jj 



of, als w\j invoeren 



jJ'rr 



1^— i 



X(±«) 

Ten eindo nu dew laatste uitdrukking beknopter te kunnen 
voontellen, voeren v^j in de functie 

(•(*) = -?= /*'e*'V«.; (49) 

die in eenvoudig verband staat met de bekende fanctie 

0(«) ^^^ I e * dx. 



*T^> 



= 4. /%*-*=-=«=/ 












(SS) 






wicnacde das cmdel^k de gcmagde waanAjnljldbcid l etk icgc a 
if oader de gedaante ceaer bepaalde iategraaL 

26* Door eearofldige herieidingen knnB^ wj idt de foimiile 
(B) roor de waandi^iil^klicid P^.* nog eenige andere mtdmkkm- 
gm reAi^g/em, die ieder — sooals later blijken lal — kwiBe 
eigeMtrdlge Toordeden bezittem In de eerste plants Terkrjgt 
men eene kletne Tereenrondiging door de sabstitntie 

in u namdijk 



of, indien wg infoeren de notatie 



^ = '"Z^; (53) 



/ 
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-.* // ?! 

*^ T ml ni 

— 00 

Maken w^ nu echter bovendien gebruik van de notatien 

p = I^l-|-(fl'(7))«, /^()) = fl'(0; . . . (64) 

ten gevolge waarvan 

dan is 






tf P . 



—00 



— «<> il 

e .p 



Past men bier bet tbeorema van db Moitrb toe, waarbij men 
in aanmerking neemt dat : 

dan vindt men : 

—00 

[C08 [{m — n)(p— 2m}+ i/^^.Sin {(m— ») — 2RI) ]dt , 
welke uitdiukking zicb splitsen laat in een bestaanbaar en een 
onbestaanbaar gedeelte. 

Het onbestaanbaar gedeelte of 

l/=rXyif'^-^^{ifeiJ 6-*' p*«»{(«-»)0-.2fl^)«« 

00 

is ecbter — zooals te verwachten was — gelijk aan nul; immers 
door de substitutie — i voor i^ waarby p niel, maar wel van 
teeken yerandert, bl^jkt dadelgk dat 

e^^^%^Sin {{m — ») — 2m] dt = 



• -.00 

= J e'^^^%^Sin { ( w — n) — 222/} di ; 


en derbalve 

4 
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f 6"^^%^. Sin [(m — «)<(> — 2m] di = 0. 



— oo 



Daaientegen is 

/4-00 
i^^^p^ . Co8 {(m — If) — 2m} dt = 



— oo 

oo 



= 2 J e""*^\ p* . Cos ({« ~ «) ^ -- 222^] di, 



zoodat het bestaanbaar gedeelte gebracht kan worden ondei den 
vorm 

o 
of — indien wy de notatien (64) uit de formule verdryven — 

7c mini ' ^ \ (G) 

.^/(l + (d'(0)*)*. C(?«{(i« — n).Bgtg[^' {t)] — 2i2^)^^ \ 
uit welke formule alle onbestaanbare vormen vdrdwenen zijn. 
} 26. In de tweede plaats kunnen wy in de formule (F) den 

factor e^f binnen het integraalteeken brengen, en de yerschillende 
macbten van e te samen vermenigyuldigen. De nieuwe exponent 
van e is dan juist een vierkant, zoodat men verkrygt 

P -l/i JL- y 

9F tni ft/ 

/"^®® — . —iff * p'-tV 

— oo 

Substitueert men bier 

ti/k+p=.i/=ri=g^ ...... (55) 

dan 18 7;,,^=-^-_-X 

/-^oo-♦•^.^-l » \ 



««r» 



{^-^''d^-l'^-')'^-']'''"'''- 
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Door toepassing van de theorie van Caught yindt men echter 
oogenblikkel^k , dat de integraalgrenzen tot '— oo en +00 mogen 
worden overgebracht. Maakt men tevens gebruik van de betrek- 
king (60)^ dan yereenvoudigt zicli de geheele uitdrukking tot 

welke nitdiukking — als spoedig bli^jken zal — voor de discussie 
eigenaardige voordeelen bezit. 



VI. 

§ 27. Na alle berleidingen, die w\i aan de formule (A) hebben 
doen ondergaan, kan bet zeker niet overbodig geacbt worden, wan- 
neer wij de verkregen uitkomst aan eenige proeven onderwerpen^ 
die ons tevens een beter denkbeeld van den aard der verscbil* 
lende integraalvonnen geyen zullen. 

Eene eerste proef levert ons de opmerking, dat natuurl\jk aan de 
betrekking 

2 P».. = P*.o + P*-i.i+.-4-P«..,+...4-Po.*=l . (56) 

USD 

identiek — dat wil zeggen voor alle waarden van F — moet 
worden voldaan. 

Letten w\j echter op de omstandigbeid dat in Pm,n -— bl^*kens 
de formule (H) — de (» -h 1)" term van de binomiaal-ontwik- 
keling voorkomt van 

dan zien wQ dadelijk in , dat inderdaad 

--00 

§ 28. In de tweede plaats is bet duidelijk dat voor iZ = 00 , en 
eigenlyk reeds — altbans by benadering — vobr zeer groote waarden 
van B— d, w. z. voor eene overbeerschende meerderheid — alle 

4* 
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waarschijnlijkheden ?«,.« nul moeten worden, behalve de allereerste 
Pjt.o , die overeenkomt met bet geval dat de meerderheid in alle 
secties zegeviert. Deze moet dan gelyk worden aan de eenheid. 
^u is volgens definitie 



derbalve 



Blykens (47) mag nu echter de bovenste limiet veranderd wor- 
den in oo, zoodat 



Ten gevolge daarvan is nu echter 

en zullen dus yoor i2 = oo alle uitdrukkiugen Pm.» nul moeten 
worden, die den factor 

bevatten. Dit is echter het geval met alien, uitgezonderd P^.o;e]i 
wat deze grootheid betreft , dewyl 

zm(22 =oo) i + J 6 ^1 — -4.|7:ri J = 1, 

zoo is noodzakel\jk 

Ook hier voldoet dus de formule (H) aan den eiscb, die h priori 
kon worden gesteld. 

§ 29. Een derde proef geldt de waarde van Pi.o. Deze waar- 
schijnlijkbeid heeft namelijk betrekking op liet geval, dat slecbts 
66ue enkele sectie gevormd wordt ; m. a. w. dat de slemmers zich 
niet in secties verdeelen ; en dewyl in dit geval de meerderheid 
noodzakelijk zegevieren moet , zoo is identiek 

P =1, 

1.0 

en evenzoo identiek 
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1.0 

zoodat deze waarscliyiilijkheid voor ^ = plotseliDg van waarde 
veranderen moet. 

Het is nu weder de formule (H), die het gemakkelijkst aan 
deze Yoorspellingen getoetst worden kan. Volgens deze formule is 
namelijk 

— oo 

— oo — oo 

De eersle dezer beide integralen is bekend, en alles komt dus 

aan op de berekening van de tweede. Stellen wij deze voor door 

/, dan is voorloopig 

/= / ^{R — z\/^l)e ^ di . . . . (59) 

— oo 
Wordt nu de uitdrukkiug I naar JEL gediffcrentieerd, dan verkrygt 
men eene , wel is waar zeer ecnvoudige uitdrukking voor het dif- 
ferentiaalquotient , maar waarvan de waarde geheel onbepaald is. 
Stelt men echter 

^/2 — ^.|/— l).e""'*^^, . . . (60) 
— » 
dan is Iz=ilim(x =loo).I{JI)*, (61) 

maar dan is (evens 






' e .e dz -= 



dR yir 



— « 



2 /»-+-* — jj^ 



— * '^ 

2 /»^p— 5* 

derhalve FiR) — JP(0) = -^ / ! Sin 2Rx.dR. 

Ten duidelykste is echter 



—9 — * 



dz', 



1 
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maar / 8'(^),e""* dzz=,/ ^'(z).e^^ .dz, 



waaruit dadelyk volgt F{0)z=0; 

en dus F(R) = —^ l—-.Sin2Rx.dR, .... (62) 

waarvoor ook, indien men invoert 

gescbreven wbrden kan 

F(R)=^ / tf~4F^f!^.^y .... (63) 

Dez6 uitdrukking , welke in den regel afhankelijjk is van iS, 
wordt integendeel van deze grootheid onafhankelijk, indien a?=:oo; 
immers dan vindt men (zie (61)) 

/=i=/ £iiy.«/y = ,/; (64) 

^^S y 

en dan verkr^gt men dus inderdaad 

4-£ 1 

Voor negatieve waarden van 22 is daarentegen 

2 r"^"^ ^yL Siny 

i^^ y 

of, als men ^ = oo worden laat, 

i = — k'* ; 

zoodat men vindt 

1.0 ^ 2i/vF • ^ 

Ook hier bestaat dus volkomen overeenstemming tusschen rede* 
neering en becijfering. 

§ 30. Alvorens tot verdere proeven over te gaan , leiden wy — 
ditmaal uit de formule (F) — eene hoogst gewicbtige diflferentiaal- 
vergelijkiog af. Uit deze formule volgt namel\jk 

^•-P«.» 2iJ k! ^yk — — — 



/ 



^i2 k ' mini 

-hOO 



e ' [i+ia'(0-^^— i]li— ^fi'(Oi/— 1^"-^ -^/.ctt 



of 



/ 
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ait k m/n! sr 

(65) 

Past men nu op do laatste integraal paitieele integratie toe, dan 
zal daarby de constante wegvallen. Immers 

maar de uitdrukking ^'{t).e = --ja , 

hoewel ze aanvankelijk voor ^ = oo den onbepaalden vorm ^- aan- 
neemt, mag — indien men teller en noemer naar t differentieert, — 
voor t z=ioo gelykgesteld worden aan 

2 i^ 

waarvan de limiet ten duidel^kste nul wordt; zooals dus ook met 
de geheele uitdrnkking (66) het geval zal zijn. 

Voert men nu de partieele integratie uit, dan verkrijgt men 

d?^.. 2R _ k — l! — ^ ^^ 



m,n 



f 



dR 

4-00 



2R k — l! myk ^Ir 

Ic mini '^ 7F 



«~^" . (i+4«'(0 . y=lT{i-\m- f^- l)'e~^^^^dt + 



— oo 

k-l! -■- «' ^ ^■^°° 



wXi'-^kf .-'•-■^•(»+*.no.^=ri-'x 



m — \lnl ^ It t/yr 

^ — oo 



jn — 2i2^r^ , k — 1/ m/k T- 1 

n— 1 -2JZ/fLJ: 



,-h oo 



— OO 

maar indien men opmerkt, dat de beide eerste termen geheel iden- 
tiek zijn, en dat de integration in de beide laatste termen overeenko- 
men met die, welke blykens (F) voorkomen in P»i.»— i en Pa,_i.H; dan is 



44 
of 







— OO 

SinFu ^ , 

§ 22. Daar voorts in (36) de uitdrukking, die geintegreerd meet 
worden , binBen de integratie-greDzen geene onemdige waarde ver- 
kr^gen kan, zoo zal de Tolgorde der integraties naar willekeur 
gew\jzigd mogen worden. Men zal das kunnen 8chf\j?en 

.fCO 



— OO 



(87) 



Sin Pu 



u 

of, indien men de verscliillende factoren, waarin de te integreeren 
uitdrukking ontbonden kan worden, zoo ver mogel^k naar linksch 
overbrengt, 

= - / e dul e i ^ dv^ 

'-OO ** 



Merkt men aii echter op, dat de verschillende integraties, behalve 
de laatsie naar «, yolkomen van elkander onaf hankelijk zijn, zoodat 
men de uitkomst der eerste integratie bij de tweede integratie als 
een constante factor beschouwen kan ; en atelt men tevens 



o o \ 

= .... = / e r-*-^'~"'''""^rfr«=:X(«), \ 



(39) 





derhalve 
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6 L 



dan vindt men 

* <^) = j/*" {^M)"(^(- «)} • ~ ''-''^^^rf«. (41) 

waaruit oogenblikkel^k volgt 



— oo 



of ook, omdat 

Cos Fu ~ i/ITT^w Tw = c"~ ^»^'^: 



— oo 



of eindelyk, door substitutie in (C), 

1 h! 



P«.« = 1 






— oo 
§ 23, Wy moeten thans trachten te bepalen 

2*« 




X(±«)=/**'e-^T-*'''^''-V;r ; (43) 

Daartoe merken wy in de eerste plaats op, dat deze integraal 
slecbts zeer weinig sal Yerschillen met de integraal 

/oo a«» - — , 

o 

Het verschil bedraagt namel\)k 
en kan gebtacbt worden onder den vorm 



/ 



oo ^2f^ .B*^ Z*®® ^£f? 

tf "" « Coi 2ux dx ± |X — 1 / tf"^ # iSm 2«ar </<r ; 
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zoowel het rceele als bet iraaginaire gedeclte van deze uitdrukking 
is eehter kleiner dan 

dx , 

dus kleiner dan 



/oo ^^ 



i;3('-'(^-))> 



welke uitdrukking — volgens eene bekende eigenschap der fl- 
functie — , reeds voor niet al te kleine waarden van «, by v. voor 
« ) 18 slechts eene onbeduidende waarde meer bezit. 

Men zal dus zonder noemenswaarde font mogen sebryven 

i'~-''*^'^^dx. .». . . (44) 

o 

§ 24. Deze laatste uitdrukking kan geschreven worden onder 
de gedaante 



o 

of, als wij invoeren als nieuwe veranderlijke 

9 



onder den Torm 

2 

Wat nu deze laatste integraal betreft, zoudc men geneigd zijn 
te onderstellen 

J e di-szj e di; (46) 

eyenwel is het bQ nader inzien duidelijk , dat deze gelykstelling 
niet £onder onderzoek mag worden aangenomen ; immers er is 
^ priori geene reden om aan te nemen , dat noodzakel^k , voor 
iedere waarde van b , 
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lim (a 



= -)/' 



4=4 f^"^^ 



e""'*^^ 



:=: ^m (a =00) / 



e"" ^ V^; (47) 



integendeel de deugdelijkheid van deze vergelijking moet getoetst 
worden aan een eeuvoudig kenmerk, ontleend aan de theorie van 
Cauohy betreffende integralen met imaginaire grenzen. XJit deze 
theorie blykt dat de stelling (47) al of niet juist zal z\jn, naar mate 

hm (a ::= 00 ) ^ 
al of niet tot nul nadert. 
Nu is echter: 

en daar bet niet tw^felachtig kan zijn, of deze laatste uitdrukking 
nadert voor toenemende waarden van a tot de limiet nul, zoo 
is inderdaad de gelijkstelling (47) en dus ook de gelykstelling 
(46) gerecbtvaardigd ; zoodat 



i/8 ^'JL p^ 



e . di; 



3 



waarait dan onmiddel|jk volgt 



1 _!!- i»o 



-«f/t.r=l 



O 



00 



-'V/ 






of, als wij invoeren 






^/-l 



(43) 



Ten einde nu deze laatste uitdrukking beknopter te kunnen 
voorstellen, voeren wy in de functie 



'■«=;^/'*'"^"-- 



(19) 



die in eenvoudig verband staat met de bekende functie 



«(«) 



2_ /•* 



— X' 



dx. 
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Men heeft namelgk 



Overigens is 

d'(— *) = — 9'(*), ....... (61) 

zoodat men vindt uit (48) 

x{± «) = i Af «- f [i ± (/•=a «(« f^]"! =i 



= #-l%-T[*±*».^l.(«/^)]. 



Substitueeren wij deze uitdrukking in de formule (D), dan is 

-oo ) (B) 



waannede das eiudel^jk de gevraagde waarschi^nl^kheid verkregen 
is onder de gedaante eener bepaalde integraal. 

26. Door eenvottdige herleidingen kunnen wy uit de formule 
(B) voor de waaracbynlykheid Pa,.» nog eenige andere uitdrukkin- 
gen verkrygen, die ieder — zooals later blijken zal — hunne 
eigenaardige Toordeelen bezitten. lu de eerste plaats verkrygt 
men eene kleine vereenyoudiging door de substitutie 



dan b namelitj^ 



,=.n- 



^ ml Yu 



f 



"*«"*' tt+*9'{OV=^3"[i-i«'(OV^]"r*^'«'''~^rf<; 



— OO 

of, indien wy invoeren de notatie 



^ = ^/^- , (58) 



/ 
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.,* k! ?! 

•^ sr mi nl 
-HOO _ _ _ H^) 



— OO 

Maken wij nu ecliter bovendien gebruik van de notatieu 



p = ^/l + (6'(0)«, /^4) = 9'(^); . . . (64) 

ten gevolge waarvan 

dan is 

— OO 

Past men hier het theorema van be Moitrb toe, waarbij men 
in aanmerking neemt dat: 

dan vindt men : 

R2 /•-♦•OO 



'-=#'i-^.«)*'V 



— OO 



[Cm {{»i ~ «) <^— 272^) + l^^^ . 5i» {(m — ») (^ — 2i2/} ]ef/ , 
welke uitdiukking zicli splitsen laat in een bestaanbaar en een 
onbestaanbaar gedeelte. 

Het onbestaanbaar gedeelte of 

oo 
is ecbter — zooals te verwachten was — gelijk aan nul', immers 
door de substitutie — t voor t, waarbij p niei, maar toel van 
teeken verandert, blijkt dadelijk dat 

oo 



s 



e p Sin {(»» — ») ^ — 272^} ef/ =: 



.— oo 



= J 6'"^^%^ Sin [{m — n)(p^ 2Rt] dl ; 



o 

en derhalve 



60 






— oo 
Daarentegen is 

l-t-OO 






— oo 

oo 



= 2 J c"^^\ p* . Co« [{m — «) — 2i2^] eft, 



zoodat het bestaanbaar gedeelte gebracht kan worden onder den 
vorm 

o 

of — indien wy de notatien (64) uit de formule verdryven — 

IT wi/«/ «/ WG) 

.^(l + (fi'(^))S)t. Cm{(i« — «). J*^ /^[9' (^)] — 2i2/}£f^ 
uit welke formule alle onbestaanbare yormen vdrdwenen zijn. 
§ 26. in de tweede plaats kunnen wy in de formule (F) den 

factor e^ binnen het integraalteeken brengen, en de TerschiUende 
machten van e te samen vermenigyuldigen. De nieuwe exponent 
van e is dan juist een vierkant, zoodat men verkrygt 

_ 1/^ ^' 
*«i.ii-— ^ —• "--; — . X 

If mint 

— oo 

Substitueert men hier 

R 



t\/k+-p=.i/—l:=:z, ...... (66) 



dan is P-mSs— = x 



/-^oo-♦-^.''•-l / » \ 
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Door toepassing van de theorie van Caught vindt men echter 
oogenblikkelyk , dat de integraalgrenzen tot — oo en +00 mogen 
worden overgebracht. Maakt men tevens gebruik van de betrek- 
king (50), dan vereenvoudigt zicb de geheele uitdrukking tot 

j,_„.g_-4.^;^)]---^, 

welke uitdrukking -^ als spoedig bl^jken zal — voor de discussie 
eigenaardige voordeelen bezit. 



VI. 

§ 27. Na alle herleidingen, die wy aan de formule (A) hebben 
doen ondergaan, kan het zeker niet overbodig geacbt worden, wan- 
neer wy de verkregen uitkomst aan eenige proeven onderwerpen, 
die ons tevens een beter denkbeeld van den aard der verscbil* 
lende integraalvormen geven zullen. 

Eene eerste proef levert ons de opmerking, dat natuurlyk aan de 
betrekking 

2 Pi,.., = P».o + P*-i.i+...4-P«i.«+...4-Po.*=l . (56) 

«r=:0 

identiek — dat wil zeggen voor alle waarden van V — moet 
worden voldaan. 

Letten wy ecbter op de omstandigheid dat in P».„ — blykens 
de formule (H) — de (« -i- 1)® term van de binomiaal-ontwik- 
keling voorkomt van 

jl..».(«.^.^:ri)|.[,_,.(^._i^,.-=l)]j, 

dan zien w^ dadelijk in , dat inderdaad 

§ 28, In de tweede pleats is het duidelijk dat voor 22 =: 00 , en 
eigenlijk reeds — altbans by benadering — voor zeer groote waarden 
van U — d, w. z. voor eene overheerschende meerderheid — alle 

4* 
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waarschijnlijklieden ?».» nul moeten worden, behalve de allereerste 
Pjfc.o , die overeenkomt met bet geval dat de meerderheid in alle 
secties zegeviert. Deze moet dan gel^jk worden aan de eenheid. 
T^u is volgens definitie 

o 
derbalve 



lim (R 





Blykens (47) mag nu echter de bovenste limiet veranderd wor- 
den in oo^ zoodat 



Ten gevolge daarvan is nu echter 

en zuUen dus yoor jR = oo alle uitdrukkiugen Pm.h nul moeten 
worden, die den factor 

bevatten. Dit is echter het geval met alien, uitgezonderd P^.o;©!* 
wat deze grootheid betreft , dewyl 

limiR =oo) i + i e ^1 — pa.i;^iri J = i, 

zoo is noodzakelijk 

P, ^ = -^ / e <fe = I, 

•^ —oo 
Ook hier voldoet dus de formule (H) aan den eisch, die i priori 
kon worden gesteld. 

§ 29. Een derde proef geldt de waarde van Pi.o. Deze waar- 
schynlijkheid heeft namelijk betrekking op het geval, dat slechts 
eene enkele sectie gevormd wordt ; m. a. w. dat de slemmers zich 
niet in secties verdeelen ; en dewyl in dit geval de meerderheid 
noodzakelijk zegevieren moet , zoo is identiek 



P =1, 

1.0 ' 



en evenzoo identiek 
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1.0 

zoodat deze waarscliijiilijkheid voor JZ = plotseling van waardo 
veranderen moet. 

Het is nu weder de formule (H), die het gemakkelijkst aan 
deze voorspellingen getoetst wordeu kan. Volgens deze formule is 
namelijk 

H.J8 1 /•'»-°° _^a 

— oo 

— oo —GO 

De eersie dezer beide integralea is bekend , en alles komt dus 
aan op de berekening van de tweede. Stellen wij deze voor door 
/, dan is voorloopig 

/=y ^{R — zi/'^l)e "" dz . . . . (59) 

-co 
Wordt nu de uitdrukking I naar R gediffcrentieerd, dan verkrijgt 
men eene , wel is waar zeer ecnvoudige uitdrukking voor het dif- 
ferentiaalquotient , maar waarvan de waarde geheel onbepaald is. 
Stelt men echter 



FiR) 



h(R'-'Z.\/—l).e^^''dz, . . . (60) 



— • X 



dan is I =lim(x =:ioo).F(K) ; (61) 

maar dan is tevens 

d.F(R)_ 2 /•■^'-.(22_^r-=n[)a _^a. 



2 A ,., ., . 

= "^ I e ^ ' .e dz m 



dR \/ifK 

— X 

~5* P 2Rzr-i . 2 e ^. . „^ 

= — = g / ^ fl^<«= — =. ,Sin2Rx; 

— * ^ 

2 /»^^— i2* 
derhalve J' (22) — JP(0) = -^ / ! -&« 2Rx.dB. 

Ten duidelykste is echter 

6.(— ^^ITi). ^-^' dz = ^ V—ij h\z\r^^dz^ 
— f — * 
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maar / 9'(«).c""* dz^=,J V{z).f^^ ,dz, 



waaruit dadelyk volgt ^{0)^=0; 

en dus ^(fi) = — * / .Sin2Rx.dR, .... (62) 

waarvoor ook, indien tnen invoert 

2Rx = y, 
geschreven wbrden kan 

F(R) = -= / e" 4x\f!^.^y .... (63) 

^^S y 

Deze uitdrukking, welke in den regel afhankel^jk is van R^ 
wordt integendeel van deze grootheid onafhankelijk, indien a:=r oo ; 

immers dan vindt men (zie (61)) 

oo 

Sin y , — ,-.^ 

^-.dy:=z l/x , (64) 






en dan verkr^'gt men dus inderdaad 

4-22 1 

1.0 ' ^ 2K5r 
Voor negatieve waarden van R is daarentegen 

of, als men a; == oo worden laat, 

i = — |/» ; 

zoodat men vindt 

-Ji 1 

1.0 ^ 2k»' 
Ook hier bestaat dus volkomen overeenstemming tusschen rede- 
neering en becijfering. 

§ 30. Alvorens tot verdere proeven over te gaan , leiden wy — 
ditmaal nit de formnle (P) — eene hoogst gcwicbtige different iaal- 
vergel^king af. Uit deze formule volgt namely k 

d»Pm,n 



dR 

fc4-00 



2R „ k! ^ tL, - 

=— •P«,.n —l^',e*.i/-l. 

k mini ^ 






e [i+|«'(O.K—i]"[i— i«'(OV— 13".« ^'^ .2t.tU 



^ 
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y^°°[i+i9'W.K^f[i_i«'(0.t^-=Ti".e-*^''-Ve 
— oo 

Past men nu op de laatste integraal partieele integratie toe, dan 
zal daarb^j de constante wegvallen. Immers 

maar de uitdrukking d'(^).e = "^ , 

hoewel ze aanvankelijk voor ^ = oo den onbepaalden yorm §§- aan- 
neemty mag — indien men teller en noemer naar t differentieert, — 
voor / =oo gelykgesteld worden aan 

2 i^ 

21, e 
waarvan de limiet ten duidel\jkste nul wordt; zooals dus ook met 
de gelieele uitdrnkking (66) liet geval zal zijn. 

Voert men nu de partieele integratie uit, dan rerkrijgt men 



- B^ 



I.H 2/2 AT — XI Myk -^ 



/ 



(^/2 A? "••" w.'«.' 

+ 00 



«""*'* . (i+*« W . >>^"(* -49'(0 . t^- ife'^^^^^dt + 



— OO 

r 5^ 1 ^-Hoo 



;&— 1/ /y/fc £.1 /•-^•^^ ,. .>.a , « I 



— OO 

maar indien men opmerkt, dat de beide eerste termen geheel iden- 
tiek zijn, en dat dc integration in de beide laatste termen overeenko- 
mcn met die, welke blijkens (F) voorkomen in Pm.n—i en P«,_i.5; dan is 
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* ^.n—f/ -kiM-\)(^ ^p« N; (67) 

uit welke formule oogenblikkelyk volgt 






(K) 



§ 3). Zoowel de vergelyking (67) ah de uitdrukking (K) zuUen 
eenige wijziging moeten ondergaan in het geval « = 0, mzzik; 
dan toch verdwijnt de factor (J — l^'{t).y/ — 1) uit de formule (F). 
Het is echter oyerbodig de berekeiiingen voor dit geval hier te 
ontwikkelen , daar ze zich geheel Jaten uitvoeren volgens lietzelfde 

schema. Slechts de uitkomsten vermelden wij hier, namelijk 

, s 

d.F ^, 7 B,^ 



en dus ook 






(L) 



immers P is identiek nul, 

Jt.O 



§ 32. Thans kunnen de formulen (K) en (L) aangewend worden 
tot een nieuwe proef , die bestaan zal in de berekening van P3.0, 
ft.i, ft.o; voor welke nitdrukkingen reeds vroeger waarden gevon- 
den zyn (zie de form. (19) en (26)). Qnmiddelijk volgt uit (L) 

of, lettende op de beteekenis van 22, die door de formule (63) 
wordt aangewezen, 

Verder volgt uit (K) 





Uit den aard der zaak heeft men echter 

^1.1=1= ^o.=0; Pl^l; 
zoodat i'f, = l — jf-^y 



SR 
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Beide uilkomsten stemmen overeen met (19). 
Eindelijk vindt men uit (L): 

*twelk evenzeer volkomen overeenstemt met (25). 

§ 33. Ten laatste zullen wij de juistheid dei differentiaal-ver- 
gelijking (67) bewijzen, door haar onmiddelyk uit de grondstellingen 
der waarsch^jnlijkheidsrekening af te leiden volgens eene methode, 
die ons door den heer SciiOLS op vriendschappelijke wyzc werd 
aangewezen. Diens vernuftige bewijsvoering deelen wij hier in 
boofdzaak ouveranderd mede. 

Men stelle zich dan voor , dat de kleur van alle stemmers op 
^en na bekend zij , en wel zoo , dat er a bebooren tot de meer- 
derbeid , d— 1 tot de minderbeid en 64il twijMacbtig is. Wijzen 
wij na met F bet halve verscbil aan tusscben a en d — 1, dan 
zal, indien zicb de twijfelachtige stemmer bij de meerderbeid 
voegt, de kans op eene verdeeliDg in m vodr en n tegenstemmende 
bureaux voorgesteld moeten worden door 

M.ll 

maar indien by zicb by de minderbeid voegt door 



m,n 



Nu zijn er tusscben de a wor-, de b tegen- en de eene iwijfel- 

acbtige stemmer -— — . t (68) 

a! — 1/ 

verschikkingen mogelijk , die als gevallen van gelijke kans kunnen 

worden bescbouwd. Daaronder is bet grootste gedeelte of gunstig 

of ongunstig aan de onderstelling Pm,n> onverschillip of zicb de 

twijfelacbtige stem als vodr- of als tegensiemmer doe kennen. Bij 

een zeker aantal verscbikkingen ecbter is de invloed van die eene 

stem voldoende , om bet geval van een gunstig in een ongunstig 

geval te doen overgaan of omgekeerd; en bet zijn deze gevallen, 

die bet verscbil in waarde tusscben P en P veroorzaken; 

wij zullen daarom tracbten bun aantal te bepalen. 

Wij merken daartoe vooreerst op , dat de twijfelacbtige stem — 
nam. als « oneven is — slecbls dan den doorslag zal kunnen geven, 
wanneer zicb in de sectie waarin ze voorkomt, juist i(5 — 1) vddr- 
en dus ook i(«*-«l) ^^^^stemmers bevinden. Het aantal gevallen 
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van geljjke kans, waarin zich deze b^zonderheid voordoet, laat 
zich gemakkemk berekenen. Het bedraagt 

immers , uitgaande van een enkel gevalj waarin de voorwaarde 

vervuld is, kan men de stemmers in de sectie, waar zich de tw^- 

«/ 
felachtige stem bevindt, 



en daar buiten 



(k — 1) b! 



a _ ^« 4- ^/ 3 — i« — 4/ 

maal verscbikken, zonder de voorwaarde te verstoren; terwyl boven- 
dien de twijfelachtige stem in ieder der k secties voorkomen kan. 

Wei Yerre echter dat al de gevallen (69) van gunstig in ongun- 
stig of omgekeerd zullen overgaan, naarmate de twijfelachtige stem 
v66r of iegen stemt, zal deze alleen dan een zoodanigen invloed 
kunnen uitoefenen, wanneer van;de {k — 1) overige secties of »t—l 
of m tot de vd<5r- , en dus n of » — 1 tot de tegenstemmende 
behooren; dan tocb alld^n zal de stem door de tw\j felachtige sectie 
uitgebrachty het aantal der voorstemmende secties al of niet op m 
kunnen brengen, of op m kunnen doen blijven. 

Beschouwen wij nu eerst de gevallen , waarby onder de 4 — 1 
overige secties de meerderheid in m — 1, de minderheid in n 
afdeelingen zegeviert. Hun aantal wordt natuurlijk gevonden, indien 
men het geheele aantal (69) vermenigvuldigt met de waarschijn- 
lykheid, dat {k — !)« stemmers, waaronder a — J« -I- i v66r' en 
b — \8 — \ iegen, zich zoodanig verdeelen in (^—1) secties, dat 
er i» — i van deze vdor- en n tegenstemmen, Bedenkt men echter, 
dat het halve verschil tusschen meerderheid en minderheid dan 

weder \(a — d-f- 1)-=: V bedraagt, dan wordt deze waarschyn- 

y 

lijkheid voorgesteld door P , 

«»— l.n 

en het gezochte aantal gevallen door 

•*(«— l)/i(«— ly'fl — i«-hVfl— Ja-i/' m^l.n'^ > 

Al deze gevallen zullen nu gunstig worden, als de twyfelachtige 
stem v66r , en ongunstig als zij tegen stemt. Zij behooren dus wel 

tot de waarschh'nl^kheid P , en niet tot de waarschiinliikheid 
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Daarentegen wordt het aantal gevallen, waarin van de ^-— 1 
overige bureaXt m v66r en »— -1 iegen stemmen, voorgesteld door 

J, '^ (^ - 1) '•' p^ /7M 

en deze vallen gunstig nit, als de twijfelachtige stem tepen, en ongun- 
stig als zij vddr stemt. Deze behooren dus wel tot P en niet 

tot P ; en daar deze beide waarschiinlykheden alle overige 

gunstige gevallen gemeenschappelijk bezitten, zoo drukt het ver- 
scbil tusschen (70) en (71) de ovennaat tan het aantal dei gun- 

s^ge gevallen van P op dat der gunsiige gevallen van P 

uit. Overweegt men nu, dat in beide waarschijnlijkheden het aantal 
gunstige gevallen gedeeld moet worden door de uitdrukking (68), 
dan is ten duidelijkste 

»/ (k-^l)»J 

a!b—V 

welke betrekking geldig is voor kleine en groote getallen stemmers, 
echter onder de restrictie dat s oneven is. 

§ 34. Ter verdere vereeavoudiging schrijven wy deze formule 
(72) vooreerst onder de gedaante 

».» m,n 

i — V {k — 1) si 

a! 6 — 1/ 

zoodat ze als factoren uitsluitend binomiaalcoefficienten bevat; 
waarop wy dan de benaderingsformule (13) toepassen, die ons 
oplevert — thans alleen voor groote getallen stemmers — 



^f, 2(^-1) - ^-,- >:i,, ^r _ r 



*» 
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of, althans voor niet te kleine waarden s, 

welke uitdrukking — met behulp van (53) — inderdaad overgaat in 
d.r^ §> T ^ 






^/2 T (* — I) 

'tgeen overeenkomt met (67). 



3SrA.SOE[RIFT. 

Terwijl het bovenstaande tot zekere hoogte als een afgesloten 
geheel te beschouwen is, dewijl in de formulen (F)— (H) eene alge- 
braischo oplossing verkregen is, die aan alle vereiscbten voldoet , 
en zonder twijfel des te beter geldig wordt, naar mate het aantal 
stemmers grooter wordt , om ten slotte voor een oneindig getal 
stemmers theoretisch juist te zijn ; — blijft aan den anderen kant 
nog veel te doen over, zooals wij in eene tweede verhandeling 
bopen aan te toonen. Vooral zuUen wij daarin moeten trachten 
te geraken tot numerieke berekeningen. Eene algemeene methode 
ter berekening der integraal (G) zal moeten worden afgeleid. Van 
de meer eenvoudige gevallen van drie , vier , v\jf bureaux zullen 
wij convergeerende reeksen ter berekening der verschillende waarden 
van Tnk.n nioeten trachten vast te stellen. Eindelijk zal eene 
bijzondere oplettendheid moeten worden besteed aan de waarschijn- 
lijkbeden T^m.ii^ d. w. z. aan de waarschijnlijkheden der verschillende 
mogelijke verdeelingen in voor- en /tf^^stemmende secties in *t 
merkwaardige geval , dat de beide partijen in getalsterkte gelyk 
staan. Ten slotte zal voor een of meer gevallen eene uitvoerige 
discussie der getallenuitkomsten, opgehelderd door graphische voor- 
stellingen, moeten worden gegeven. Veel hiervan is reeds verricht, 
en — na in den aanvang van ons onderzoek op het belang en de 
beteekenis van het behandelde vraagstuk gewezen te hebben — 
willen wij thans verdere bespreking der resultalen liever uitstellen, 
tot deze in hun geheel zijn medegedeeld. Slechts op eene wet, die 
onmiddelijk nit onze formules af te leiden is, willen w\) hier voor- 
loopig de aandacht vestigen. Uit al de formules (F) — (H) blijkt 
namelijk, dat de waarschijnlijkheid P«.„ uitsluitend afhankelijk is 
van 72, dat wil zeggen van de verhouding tusschen het halve^ver- 
schil V van voor- en tegenstemmers en de wortel uit het aantal stem- 
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mers in ieder bureau. Deze wet kan geformuleerd worden als volgt. 

Bij gegeven aantal afdeelingen en een grooi aantal ttemmera blyven 
de kansen op de verschillende mogelijke terdeelingen in voor- en tegen- 
aiemmende seciien onverandet'd , zoolang het venchil tusschen meerder" 
heid en minderheid evenredig verandert met den vierkantiwortel nit 
het geheel geial stemmenden, 

Groeit met andere woorden het getal stemmers aan, dan behoeft 
bet yerschil tusscben meerderheid en minderheid slechts in reden 
van den vierkantswortel vermeerderd te worden, om onveranderde 
waarschijniykbeden te bebouden. Dit yerschil wordt daarb^ dus 
een steeds kleinere fractie van bet aantal stemmenden. Door ecbter 
in den aanvang een beboorl\)k groot verscbil tusscben meerderheid 
en minderheid aan te nemen , is bet duidel\jk dat men de kansen 
op een bomogeenen uitslag der stemming zoo dicht men wil tot 
de eenbeid kan laten naderen. Yergroot men nu bet gebeele 
aantal stemmers > en blijft dezelfde kans voor zulk een uitslag 
bewaard ; dan zal het verscbil tusscben meerderheid en minderheid 
in verbouding tot bet aantal stemmers een steeds kleiner fractie 
worden , die men zoo dicht men wil tot nul kan doen naderen. 

Bene meerderheid, die in percenten uitgedruht de minderheid zoo 
toeinig men toil overlreft, zal bij genoegzaam aantal stemmers vol- 
doende zijn om aan den homogeenen uitslag van de stemming der 
afdeelingen eene toaarschijnlijkheid te geven^ die zoo dicht tot de een^ 
heid nadert als men toil. 

In geval meerderheid en minderheid volkomen gel^'k staan» dan is 
£ = 0» en boewel bet nu ^— zooals w\j nader zullen aantoonen — 
niet geoorloofd is , zonder nader onderzoek , in de formulen 
(P) ^^ (H) eenvoudig jB = te substitueeren als men I^m.n be- 
rekenen wil; zoo is toch in ieder geval £^m,n^=^i^»P^m,n9 en als 
zoodanig onafbankelijk van bet aantal stemmers. 

Ltdien beide partijen in aantal gelijk staan^ en indien een voldoend 
aantal stemmers aanwetig is, dan zijn de kansen op de verschillende 
mogelijke verdeelingen in voor- en tegenstemmende afdeelingen con* 
stante getallen, zoolang slechts het aantal afdeelingen onveranderd blijft, 

Deze wet gaat voor kleine getallen stemmers niet door ; men 
moet haar derhalve zoo opvatten , dat de bedoelde waarschijnlijk- 
heden wel eenigzins veranderlyk zyn met bet gebeele aantal stem- 
mers , maar spoedig naderen tot cene vaste grens , die theoretisch 
eersj^voor een oneindig aantal stemmers bereikt wordt, 

Breda, 11 April 75. 



KLBINERE MEDEDEBLINGBN. 



IET8 OVER EENE TIIAN8F0RMATIE VAN DEN TWEEDEN QRAAD. 

Door Jf. C. PABAIBA. 



I. Laat gegeyen zijn n constante grootheden X|, X^^ X^..„Xn, 
algemeen aangeduid door X^, en eene homogeene vergel^'king van 
den tweeden graad tussclien n veranderl^'ken x^, x^, ^8*«*«^«> 

eynde dus /(a:|)^ 2flrjyar|a>==0,. (1) 

waarin t en / alle waarden van 1 tot n aannemen, en aij^sofi 
wordt verondersteld. 

Laat verder twee «-tallen grootheden />| , /?, , /'a • • • *Pn ®^ 9i > 
g%i ?8 • • • * S^« algemeen door p^ en qi aangeduid worden > en met 
Xi zoodanig verbonden zijn, dat voor alle waarden yan t steeds 

Yiagen w^ dan, of onder alle stelsels, welke voor verschillende 

waarden van (i door — —- worden voorgesteld, ook eenige 

Toorkomen, die bijj substitutie voor xi aan de yergeiyking (1)toI- 
doen; zoo beboeven w\j ter beantwoording slecbts de substitutie 
uit te voeren, en de waarden van (4 uit de resulteerende vergel^king 
op te zoeken. 

Deze laatste neemt daarbij dan den vorm aan 

f(Pi + m)=/{Pi) + (*^9ifpi+(*^f{9i) = 0;. . • (3y 
welke aantoont, dat in het algemeen twee der stelsels aan de ver- 
gel^king (1) voldoen. 

Stellen wi^j de wortels van vergel\jking (3) voor door /K| en fc^* 
zoo willen w^* ons de grootheden pi en qi nog verbonden deiiken 
door de voorwaarde dat fC| + fc^ = z\i ; welk verband wordt 
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uitgedrukt door de yergel^king 

die wegens den graad eu de homogeeniteit van (1) ook den vorm 

^Pif9i = (6) 

aanneemt. 

Daardoor hebben wij dus » -f- 1 vergel^kingen 

^±;^ = X| en ^Pif9i = ^qifPi = 

yerkregen, waaruit nu A geelimineerd, en daama pi in fanctie van 
q^ , o{ qi in fdnotie van pi kan oitgediaki worden. 

.. . Pi "I" ^9i <v 

By de eliminatie van A gaan de n vergelijkingen -— — — =2i 

1 + A 

over in de » •«>• 1 vergely kingen 

gr^ — » Z^ ^_ g^ — X a _ ^8 — Xg _ _ g«---^ 

-Pi — ^1 Pi — -^ Ps — ^S * ' Pn—^H 

welke nu in verband met ^Pifqi s ^^ifpi = geven 

qi^Xi _ 'S^9if'Pi — 'ZXuf'Pi _ ^^ifPi 

Pi'-Xi^ "Zpif'Pi — ^X^fPi ~ 2/l>i) — SXj/>/ 

waaruit dus volgt 

^XJipd-^Pif^X^fp, 



9i = 



2APi) - ^Xifp, 



£ 9i _ 1 /g. 

^XiAPi)-PfiX^Pi~ 2APi)-^Xifp," • • • ^ ^ 



en evenzoo 

Pi 1 



, -. . . . (7) 



zjjnde beide uitdrukkingeu onaf hankeligk van i. 

Wanneer nu tusscben de grootbeden pi een zoodanig verband 
bestaat^ dat z\j steeds voldoen aan eene bomogeene vergelijking 
van den m^^ graad ^ (a-i) = ,••..•..... (8) 

zoo volgt daaruit met bet oog op (7), dat de grootbeden qi alsdan 
door de vergel^king 

* (a^<) = <f {2ii/l[^) — arjS2|/^J = (9) 

verbonden z\jn ; terw^l ook onmiddellijk duideligk is dat, wanneer 
Pi aan de betrekking ^ (ri) z=z geboorzaamt , qi ingevolge (6) aan 
de vergelyking {x{) = voldoen zal. 

Omtrent den vorm der vergelyking (9) valt bet volgende op te 
merken. Vooreerst is zij bomogeen en van *den 2»>^^ graad; bet- 
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geen dadel^k Yolgt uit de wijze, waarop zy verkregen is^nameiyk 
door eene homogeene substitutie van den tweeden, in eenehomo- 
geene vergelijking van den m^^ graad. 

Ten tweede zal z^ , in verband gebracht met eene vergelijking 

van den eersten graad S^i^izrO, • (10) 

in het algemeen daarmede tweemaal zooveel gemeenschappel^ke 
stelsels wortels bezitten als de vergel^king (8). Zoodra ecbter 
die vergelijking van den eersten graad den vorm 

Zalxi^X0 = O ........ (11) 

heeft , wanneer das bet stelsel ori = X^ daaraan voldoet ^ zollen er 
onder die 2m gemeenscbappel^jke stelsels wortels i» zijn , die de 
waarden X. bebben. Immers, wanneer wy ar|=Xi4- Ajr stellen, *) 
waardoor de vergelykingen (11) en (9) overgaan in 

Sfl(A|r = fSaiA. = ....... . (12) 

en 

(p [ 2Xif{xi) — (X| 4- ^iryzXif'x^) = \ 

fe {XiZxifx. - S^i/^rp - VS V'^.^S (13) 

zoo blijkt duidelijk dat deze vergelijking na totale invoering van 
A|r in plaats van ar-, m wortels r = zal bebben, waaruit het 
boven gezegde volgt. 

II. Wy zullen tbans overgaan tot de toepassing van de analy- 
tiscbe bescbouwing, welke ons tot nu toe beeft bezig gebonden. f) 

*) Natanrlyk moeten de grootheden Ai verbonden zgn door de betrekking 
SfliAissO, welke onmiddelijk nit (11) volgt. 

f ) By den tanvang daaraan moge echter eene opmerking gemaakt worden 
aangaande de daarbg gebruikte benamingen. De termen welke bg onze Dait- 
ache nabnren in gebrnik zyn in de „6eometrie der Lage" (aan welke weten- 
scliap zeWe ik gaarne den naam 7an „Leer der Hgging" zon ge^en, daar het 
woord Oeometrie^ Meetkunde, mg totaal ongepast schgnt, waar sprake is jnist 
van eene behandeling zonder meten), zgn voor zoover mg bekend is, nog niet 
ten onzent in een sjstematisch geheel overgebracht. Als eene aanvankelyke 
poging daar toe heb ik de volgende benamingen aangewend. 

1^, Bundel, voor het geheel van vlakken en stralen door ^en pnnt gaande, 
zoodat de bnndel op gelijken trap staat met het vlak. Het woord bnndel 
verkrggt hierdoor een uitgebreider beteekenis dan het over het algemeen bg 
ons heeftf waar het meestal gelgklnidend met het Daitsche uBiischer wordt 
gebruikt , terwgl het hier overeenkomt met hetgeen o. a. bg Rege den naam 
^Bundel" draagt. 

2^. Puntenreeit (Panktreihe) , Vlakkenreeht, Stralenreehf voor het geheel 
van punten op eene rechte , das in twee vlakken ; van vlakken door ^^ne 
rechte, dns door twee pnnten; van stralen door 66n pant en in ^^n vlak. 
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Nemen w^ namel^k » z= 4 , zoo kunnen de grootheden Xi, Xi, 
Pi ta qi ia dabbele beteekenis worden opgevat, namelijk ten eerste 
als homogeene codrdinaten van punten X, x^ p en q, ten andere 
als homogeene eoordinaten van platte vlakken X^ x, p en q in de 
rnimte. In dat geval stelt de vergelijking (1) voor de eeiste 
opyatting een pnntenstelsel, voor de tweede een ylakkenstelsel van 
de tweede orde voor. 

De Toorwaarde (2) beteekent dan, dat de , , , > p. q en X 
( vlakken) ^ ' 

steeds tot een , , , \ reeks r bebooren. 

vlakken ) 

De yergel^jkingen (4) en (6) drukken het verband uit, dftt tns- 

sehen de eoordinaten van ^ en ^ meet bestaan , opdat deze een 

barmoniscb verwant . f paar vonnen ten opzichte van de 

gemeenschappelyke * > van de reeks r met het ^^^^^ f stelsel. 

De vergelykingen (10) en (11) elndelyk stellen elk eene 

1 IfV I ^^^^ voor, die in den vorm (11) het *^^ , f X bevat. 

Nemen wy » z= 3 , zoo kannen de grootheden Xi^ x^, pi en q^ 
in viervondige beteekenis worden opgevat ; namelijk als homogene 
eoordinaten 

1®. van pnnten X, x ^ p en q in een vlak ; 

2^. van stralen X, x , p en q in een vlak; 

8®. van stralen X ^ x , p en q in een bundel; 

4®. van vlakken X, x, p en q in een bandeL 

Alsdan stelt de vergelijking (1) naar omstandigheden een punten-, 
l^nen-, stralen- of ylakkenschaar van de tweede orde voor. 

8^, Puniensehaar en lijnenschaar voor een geheel van pnnten of reehte 
Ignen in ^n vlak; vlakkensehaar en stralensehaar voor eeo geheel van vlakken 
of reehte Ignen in ^n bnndel. 

4^. FuntenUehel ^ vlakkemteUel en stralensieUel voor elk geheel van pnn* 
ten^ vlakken en stralen in de rnimte. 

De reeksen zgn dan steeds systemen van de eerste orde. 

De pnnten- en Ignensoharen heeten ran de ne orde , wannecr sg met de 
pnnten- of stralenreoksen ran haar vlak» de vlakken- en stralenscharen, wan- 
neer zg met de vlakken- of stralenreoksen van haar bnndx.-! n elementen 
gemeen hebben. 

Onder de stclsels eindelijk kunnen punten- of vlakkenstelsels gezcgd worden 
van de nt orde te zijn, wanneer zg met pnnten- of vlakken reeksen in de 
rnimte u elementen gemeen hebben. 

9 
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Be Yoorwaarde (2) beteekent, dat de elementen p,q en X steeds 
pant en ") 
tot een stralen > reeks behooren, welke weder r moge heeten. 
ylakken ) 
De vergelijkingen (4) en (5) drukken dan het verband uit, dat 
tiisschen de coordinaten van p en q moet bestaan , opdat deze 

punten "^ 
een hannonisch verwant stralen > paar vonnen ten opzichte der 

vlakken ) 

punten *\ 

punten j |.. I 

gemeenschappelyke stralen > van de reeks r met de ^ . >schaar. 

vlakken J , ,, I 

•^ vlakken J 

De vergel^'kingen (10) en (11) eindel\]k stellen dan elk een 
punten ") 

stralen > reeks voor , die in den vorm (11) het element X in 
vlakken ) 
zich bevat. 

In deze zes beteekenissen opgevat, leveren ons dus de verkregen 
uitkomsten, evenals ook elke andere, die er uit zoude kunnen 
afgeleid worden, verschillende zostallen stellingen op, die nu dade- 
lyk kunnen worden neergescbreven. 

01 • Wanneer in de ruimte a,. Wanneer in de ruimte 



een puntenstelsel van de tweede 
orde gegeven is , benevens een 
punt X; zoo beboort bij elk 
punt p van de ruimte een ander 
punt q van de puntenreeks pX, 
dat met jp harmonisch verwant 
is ten opzichte der gemeenschap- 
pelijke punten van de reeks met 
het stelsel. 



aj. Wanneer in een plat vlak 
een puntenschaar van de tweede 
orde gegeven is, benevens een 
punt X; zoo behoort by elk 
punt p van het vlak een ander 
punt q van de puntenreeks pX, 
dat met p harmonisch verwant 



een vlakkenstelsel van de tweede 
orde gegeven is, benevens een 
vlak X; zoo behoort by elk 
vlak p van de ruimte een ander 
vlak q van de vlakkenreeks pX, 
dat met p harmonisch verwant 
is ten opzichte der gemeenschap- 
pelyke vlakken van de reeks met 
het stelsel. 

a^, Wanneer in een plat vlak 
een lynenschaar van do tweede 
orde gegeven is, benevens een 
straal X; zoo behoort by elken 
straal p van het vlak een andere 
straal q van de stralenreeks pX, 
die met p harmonisch verwant 
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is ten opzichfe der gemeenschap- 
pel\jke punten van de reeks met 
de schaar. 

Wanneer in een bundei 



a 



6* 

een siralenschaar van de tweede 
orde gegeven is, benevens een 
straal X\ zoo beboort b\j elken 
straal p van den bundei een 
andere straal van de stralenreeks 



is ten opzicbte der gemeenschap- 
pel^ke stralen van de reeks met 
de scbaar. 

a^. Wanneer in een bundei 
een vlakkenscbaar van de tweede 
orde gegeven is , benevens een 
vlak X; zoo beboort bg elk 
vlak p van den bundei een 
ander vlak van de vlakkenreeks 
pX ^ die met p harmonisch ver- pX^ dat met p harmonisch ver- 
want is ten opzicbte der gemeen- want is ten opzicbte der gemeen- 
scbappelyke stralen van de reeks scbappelgke vlakken van de reeks 
met de scbaar. met de scbaar* 

Deze stellingen zijn alle begrepen in de vergelgking (6). 

De daarmede overeenkomstige vergelgking (7) leert ons dan 
vervolgens> (daar de coordinaten in den zin, waarin z\j bier worden 
opgevat 9 geene absolute getallen zgn , maar alle in dezelfde ver- 
Jiouding vergroot of verkleind mogen worden) dat indien de coor- 
dinaten van p voorgesteld worden door ;?,•, die van q zullen zijn 

ft = ^^ifiPi) —P^XifPi' 
De afleiding van (9) uit (8) leert dan verder , dat 
^|. Indien bet punt p in de b^, Indien bet vlak p in de 
raimte een puntenstelsel ^(a7|)=0 ruimte een vlakkenstelsel 0{x^-z=,O 
Tan de m^ orde doorloopt , bet van de m^^ orde doorloopt , bet 
punt q een puntenstelsel van de vlak q een vlakkenstelsel van de 
2«t^« orde doorloopt, welks ver- 
gelijking is ^ {x^ = 0. 

^3. Iqdien bet punt p in een 
platvlak eenpuntenscbaar^(ari)=:0 
van de m^« orde doorloopt, bet 
punt q in betzelfde vlak eon 
puntenscbaar van de 2»i*« orde 
doorloopt, wier vergelgking is 

* (^i) = 0. 

^5. Indien de straal p in een 
bundei een stralenscbaar ^ (ar.^zrO 
van de w** orde doorloopt, de 
straal q in denzelfden bundei 
een stralenscbaar van de 2w^« 



2»»*® orde doorloopt, welks ver- 
gelijking is ^ (ar|) = 0. 

bj^, Indien de straal p in een 
plat vlak eenlijnenscbaar^(afj)r=:0 
van de w^« orde doorloopt , de 
straal q in betzelfde vlak een 
Ignenscbaar van de 2i»^« orde 
doorloopt, wier vergelyking is 

dg« Indien bet vlak p in een 

bundei een vlakkenscbaar^(ar|)i=0 

van de m^^ orde doorloopt , bet 

vlak q in denzelfden bundei 

een vlakkenscbaar van de 2nJ^ 

5* 
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orde doorloopt, wier vergelyking orde doorloopt, wier rergel^king 
is iKari) — 0, is ^{Xi)=:0. 

Zijnde in al deze gevalien 

Tevens is onmiddeimk duidelyk, dat de meetkunstige systemen 
(p (aTj) == en 4^ (arj) = wederkeerig £yn. 

Het resultaat eindelijk, dat door de vergemking (13) geleverd 
wordt, leert dat het systeem van 2m^ orde in elk der zes geyallen 
het element 2C als m-voudig element bevat. 

Het blgkt dus, dat deze methode van transformatie gelegenheid 
geeft, om nit eigenschappen van systemen van de eerste orde, dus 
van rechte lijnen , punten of platte vlakken , eigenschappen af te 
leiden van systemen van de tweede orde. Evenzoo kan verder 
van dezen overgegaan worden op systemen der vierde orde, enz. 

Wanneer b^'voorbeeld het systeem van de eerste orde» dus 
0{*i)=Sajiri = O is, zoo is 4r(jr|)^Sa| {2JLj/(irj)— arjfciTi/'^jjsO, 

eene vergel^king, wdke na rangschikking den vorm aanneemt 

waaruit daddijk blykt, dat het element X aan die vergeligking 
voldoet. 

Uit al het voorgaande is klaar^ dat de hier gebezigde transfor- 
matie in elke der zes mogelijke opvattingen neerkomt op de ver- 
wantschap van eenig element met het daarmede geligksoortige, dat 
met hem harmonisch verwant is ten opzichte van een gel^ksoortig 
systeem van de tweede orde. 

m. Wy laten thans deze algemeene beschouwing varen, en 
gaan over tot eene eenigszins meer naauwkeurige onderzoeking van 
een der daarin begrepen gevallan. Wij kiezen daartoe het platte 
vlak, en nemen in plaats van homogeene coordinaten gewone recht- 
hoekige assen, en in plaats van de algemeene fanctie Sai^-r{j^r=:0, 

de vergelyking --1-^ = 1......... (14) 

van de kegelsnede met een middelpnnt. Bovendien veronderstellen 
wij , dat het punt X met den oorsprong, dus ook met het middel- 
pnnt der kegelsnede samenvalt, alsmede dat de'co5rdinaten van 
p zijn x^ en y^, en die van q, x^ en y^. 

Men zal dan licht vinden, dat in plaats van de vergel^kingen 
(2), (4) of (5), (6) en (7), thans de volgendcn treden: 

x^tf^z=zx^^,. (16) 
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^^ar^arj + a^y^yj — o*3* :;= , (16) 

•« = ^,,. + aW ' ^'"^iV + ^V* • • ^^^^ 

Doorloopt das een der pnnten eene kromme Ijjn wier vergel^- 

kingis <p{x, y) = 0, (19) 

zoo doorloopt het andere de kromme lijn 

Is b.T. $ («, y) =r «!« + *iy + <?| =s , (21) 

H)0 i8 *(a;,y)=^4.^' + f!l±iLy==0; .... (22) 

Or 0* C| 

zoodat de wederkeerige der rechte \^tl eene kegelsnede van dezelfde 
soort als (14) is^ gaande door den oorsprong, d. i. door het punt 
X\ overeenkomend met het vroeger gevondene. 

Zoeken w^' de coordinaten x^ en ^m van het middelpnnt dier 
kegelsnede, zoo yerkr\jgen w^ die als wortels der Tergel\jkingen 
25*(?4flr -f- a|ei*3« = en 2a%y + V^3« = 0; > 

De middellijn dier kegelsnede » welke door den oorsprong gaat, 
heeft tot vergelijking y z=i -^-^x \ hare richtingsconstante is 

« = -l-5, terwyl die der oorspronkelyke lyn is a' = — ^, 

zoodat ««' = r ; waaruit blijkt, dat die middellyn de gekop- 

a* 

pelde is van die, welke met de gegevene lijn evenwijdig loopt. 

Laten wij de rechte l\jn ^{x ^ y) om een vast punt met de 

coordinaten /?, q draaien, zoodat a^p -H ^ijf +• (?| = is; zoo is ook 

zoodat dan de middelpunten van al de wederkeerige kegelsneden 
op eene rechte lijn liggen, wier richtingsconstante is r-, en 

die derhalve evenwijdig loopt met de pooU^n van het vaste 

px qy 
punt , die tot vergelijking heeft — -h ~ — 1 =z 0. 



70 

De functie ^K^r, y) wordt in dat geval 

zoodat de kegelsneden behalve den oorsprong nog een tweede punt 
gemeen hebben. Zij kunnen ecbter niet mcer dan twee gemeen 
bebben , daar anders de recbte lijnen elkander insgelijks alien 
nog tweemaal moesten snijden. 

Inderdaad leveren dan 00k de vergelijkingen 

h^px^ — r aHH 4- fl*/^' = 
en i'j'aja — aHhf -f- a^qy^ =1 

by oplossing slecbts twee eindige waarden voor x en y. 

Is (p (a?, y) = a^^x^ -+- "^f^iv^ -h Za^^ -|- flfj^y* -h 2fl[jjy + a^g = 0; 
zoo is 



of na nitwerking 
cfib^ («!,«« + 2a,3a'y + a^"^) 4- 2a«3« (fli^a: 4- a^) (5«ar« 4- a«y2) 4- 

Kaar behooren vinden wy dus voor de wederkeerige van eene 
kegelsnede eene kromme lijn van den vierden graad. 

Nemen wy nu a^^zzza^-zzzl en ^i^ = , zoodat ^ (r, y) een 
cirkel is , zoo wordt de wederkeerige 

aH\s^ 4.y«) 4. 2aH\a,^x 4- a^X^^^'^ "H «V) + a^jJ/^x^^aY?=0'. 
zy is dus nog steeds van den vierden graad. 

Wanneer ecbter bovendien a = ^ , dus ook de directrix van 
wederkeerigbeid een cirkel is , dan gaat zij na verkleining door 
fl* over in 

(««-Hy*)(«38(^«4-y«)-|-2fl2(«,3ar4-«j3y)+«*}=0, . (23) 
en splitst zicb de lyn in een cirkel en het middelpunt der directrix. 
Alsdan ecbter gaan de betrekkingen (17) ook over in 



^i = rrrr^ ^^ Vx = 



zynde de bekende transformatie-formulen voor de metbode der 
circulaire inversie , by welke inderdaad de wederkeerige van een 
cirkel insgelijks een cirkel is. 

Pe vergelijking (22) wordt voor a,^ = b^ die van een cirkel , 
welke door den oorsprong gaat; terwyl (23) bij de veronder- 
stelling ^33 = eene rechte lyn voorstelt ; zoodat wy de bekende 
eigenscbap verkrygen, dat de wederkeerige van eene recbte lyn, by 
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circulaire inversie een cirkel is, die door het middelpunt van den 
directie cirkel gaat. 

De methode van circulaire inversie blijkt dus een zeer b^zonder 
geval te zyn van de door ons behandelde transformatie-methode 
van den tweed eu graad. 

De" eigenschappen, welke zich by die metbode voordoen, zijn te 
bekend , dan dat zy hier eene bebandeling zouden behoeven. 
AUeen willen wij ten slotte nog eene toepassing der circulaire 
inversie maken. 

Wanneer in een vlak twee cirkeb B^ en JZj gegeven zijn, kan 
men oneindig veel cirkcls construeeren , die beide aanraken. Kiest 
men een dezer p^ uit ; construeerfc daarna een cirkel p^* welke E^^ 
R^ en Pi aanraakt; vervolgens een vijfde cirkel P3 , welke J2| , B^ 
en p2 op dezelfde r-yze raakt , als pj zulks ten opzichte van B^ , 
B^ en P| deed ; en gaat steeds op dezelfde wyze biermede voort ; 
zoo kan bet gebeuren dat onder de cirkels p er eindelijk weder een 
p optreedt, die p, aanraakt, of dat dit niet het geval is. Treedtde 
eerste omstandigheid in, zoo kan men de reeks p als eindig, in bet 
tegenovergestelde geval als oneindig . voortloopend bescbouwen. 

jn nn de vergelijkingen der beide cirkels B^ en B^ respective 

(^ — fl)«4-y* = V (24) 

zoo is de oorsprong een bunner grenspunten; eene veronderstelling, 
die bet natuurlyk steeds geoorloofd is te maken. 

Transformeeren wij ze dan door circulaire inversie ten opzicbte 
van den cirkel a?*-|-y*=: 1, zoo zyn bunne wederkeerigen 

(x^—f. — 5) -|-y« = — , * ,, = J2.^. . . (26) 
V^ ^ B^^ — aV ^ {B^^ — a^f * ^ ^ 

zoodat deze blyken concentriscb te zyn. 

Daar nn elkander rakende cirkels door circulaire inversie weder 
in elkander rakende cirkels overgaan , zal ook bet stelsel der 
cirkels p een dergelyk stelsel p' leveren , die alien de cirkels 
J2| ' en B^* raken , en waarvan elke volgende ook den vorigen 
aanraakt. 

Deze reeks p' zal nu ook tegelijk met de reeks p eindig zyn 
of niet ; en daar dit bij het stelsel p', wegens de concentriciteit 
van B^* en 22j' , onaf hankelijk is van de plaats , waar de eerste 



en 
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dier cirkels geconstrueerd wordt , moet zulks ook met de cirkels 
p het geval zijn. Het bl^kt dus , dat op het al of niet eindig 
z^n der reeks p de keuze van p| niet van invloed is. 

Om eindelyk de betrekking op te sporen , welke , ingeval 
de reeks eindig. is, bestaan moet tusschen bet aantal n der cir- 
kels van de reeks , het aantal van hare omgangen > en de 
grootheden Ri^ E^ en m, gaan w\j aldus te werk. 

By bet stelsel p' is bl^jkbaar, indien 20 de hoek is, gevormd 
door de lijnen , die bet middelpunt van 2S/ verbinden met de 
middelpunten van twee opvolgende cirkels der reeks p' , 

^. J. ^t "— ^» 

Sin = r— —: ; 

terwijl uit de vergelijkingen (26) en (27) volgt ^ 
J2| 2 22|2 Jt^ * 



waaruit rolgt 



«,' «s(l + m) ' 



of daar = — is, 

n 

oin — ' HZ. , 

„ ff^ 4. /?2(1 + m) 

betgeen de gezocbte betrekking is ; waaruit dus byvoorbeeld bg 

gegeven , n , 7?^ en /fg de parameter m zou kunnen berekend 

worden. 



BESCH0UWIK6 OVER SYMMETRISCHE VWmm. 

DOOK r, KAPTETN. 



Noemt men eene symmetrische fanctie eene fonctie , waarin de 
yeranderlijken x, y, ;?... geheel op dezelfde wijze voorkomen, 
dan is eene Bymmetrische fonctie 

rz=Comt.+ A'\'B -^C '\- -h 3f ; . . . . (1) 

waarin A eene homogeene functie van den l«* graad , B eene 
homogeene functie van den 2^^ graad, enz. voorstelt. 

Vervangen wy nu in(l)^,J5, C.,,,M door hare waarden 
uitgedrukt in differentiaal-quotienten van F, en bepalen wy de 
constante; dan wordt ( I ) de betrekking, die er tussclien eene func- 
tie en bare difFerentiaal-quotienten moot bestaan , wil zy volgens 
bovengenoemde bepaling symmetriscb zijn. 

Tot bekorting van de volgende berekening zij V alleen eene 
fanctie van ar en y. 

Uit de leer der homogeene function (Sturm, Courz d^Analyiey 
p. 156, Dl. 1) weet men: 
dA dA ^ / dA dAY^) 

^^ + ^^ = '-^' {''T.'^'df) =^-«^»*) 

dB dB ^ ^ / dB dB\(«> ^ , ^ 



d3f dM „ / dU dM\9^ , ,^ „ 

Telt men deze kolommen op, dan is in verband met (I) 

dV dV 

dx dy 

/ dV ^r\<2) 

( ar — H-y-— ) = 2.1^ 4- 3.2(7 H- . . . .4- w (w— 1) if. 

\ dx dy f 

Op deze wyze voortgaande, vindt men verder 

(dV rfr\("»> . 

X— +y~J =»i(«i — 1)... ,2.1. if =(j»)/ if. 
»a; dy / 



*) De exponenten tnsschen haikjee hebben hier dezelfde beteekenis aU by 
Stubk. 
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Ten einde uit de laatste m vergelijkingen J , i? , . . . . Jf op te 
lossen, scbryyen w\) kortheidshalTe 

dr dV 
dan is 

{my 

/„— 8)/ ^ I -"^^ 12 ^ 1.2.8 ' 

'^*""*^ — rj.'"— ^ T^ (w-2X«-3) (i»-l)(».— 2X«— 3) ^ 

(Si:iy-'^+-T-^+ -^72 — ^+ TO ^-^ 

m (m — I) (« — 2) (« — 3) 

•4- — — ^— ^— — — — — — — — — — 3l . 

1.2.3.4 

waamit 

"" (w -- 2)/ r"'(w— 1)/"* r2 'o»y ' 

— (w _ sy ~ \m — 2)l'^ Tl2 \m — 1)/ ~ 

«i(»t — l)(»z— 2) ^<"») 
"■ 1.2.3 •(»»)/' 

~(«-.4)/ ]"'•(« — 3y"* [72 *(«— 2).'~ 

^ ^ »t— l)(»t— 2)(«— 3) ^<"'-^> m (w— 1) (»— 2) (»— 3) ^) 
1.2.3 •(«— 1)/"^ 1.2.3.4 "W' * 



^ w^ 3 ir(8) 4.3 ;rw 6.4.3 ^w 

-B = —7-. — r . 



(2)/ 1 (3)/ 1,2 (4).' 1.2 3* (6)/ 

m(m—\) JF^^) 



• • • • 



. » • . ^- 



1.2 •(»>'• 
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_ fFiX) 2 JTl^ 3.2 W'") 4.3.2 JFW 

"^ ~ Tiy ~ 1 'W "^ i^ * W" ~~ 1^273 •■(4)7 "*"*■• * 

1 (»i)/ 

Sttbstitueert men deze waarden in (1), dan vindt men 
^0) ^<«) ^(8) ^(4) ^(~) 

waarin het laatste teeken positief genomen moet worden voor m 
oneven, en negatief voor m even. 

De waarde van de constante vindt men door in (2) a? en y gel^k 
nnl te stellen ; noemen wij de waarde, die F dan verkrjjgt, Fq^ en 
vervangen wy de teekens JF en ml door hare waarden, dan is 
du3 de gezoclite voorwaarde 

( dF dF\ 1 ( d'^F ^ d^F JI^Fl 

AIs byzonder geval ran 't voorgaande z^ V eene fanctie van x 
alleen ; de Tergel^kiog (3) wordt dan 

\ 



4- 






1.2.8.4£/ar* 1.2. , .i»</af« 

De algemeene integralen van de vergelijkingen (3) en (4) z\jn 
natunrl^k 



F'=r Const, -j-ari 



^(!)+^'*©+^^(!)+'-+^^©' 



waarin ^ , J' , ^ • • • ^ willekeurige functien , en 

/(a?) = ^ -h 5ar 4- Car* + i)ar« +. . . 2to«i , 
waarin A, B, C, D^.,,R willekeurige constanten z^'n. 

Had men uit deze twee laatste vergelijkingen de willekeurige 
functien en de willekeurige constanten geelimineerd , dan had men 
waarsch^nl^k dezelfde resultaten mftten vinden. 

*) Zie Frbnbt, Seeueil d'Exereiees tur 1$ Cole, ItrJiMiiMmaL, p. 18. 



PRUSVEAAG N^ 7. 

Opgeloat door G. 8 CE OVTBN. 



Als eerig punt eene haan ajlegt, en uit een willel'eurig aangenomen 
vast punt lijnen getrokken warden , die voor elk oogenblik de snelheid 
van let bewogen punt in richting en grooUe voorsiellen , vormen de 
eindpunten dezer lijnen eene kromme , de zoogenaamde hodograapli. 
Men vraagt die kromme voor verachillende gevallen van heweging op te 
aporen, en Jtaar verband met de beweging van het punt te ond^rzoeken. 

Uit de bepaling van de hodogra?«ph volgt onmiddellijk hare 
hoofdeigenschap, dat de snelheid, waarmede zy beschreven wordt, 
ieder oogenblik in grootte en richting de versnelb'ng van het punt 
geeft. 

De versnelling toch van het punt is de oneindig kleine snelheid, 
die het gedurende een tijd-element ontvangt , berekend voor de 
eenheid van tyd. Die oneindig kleine snelheid nu wordt gegeven 
door hel boog-element van de hodograaph , in dat tijd-element 
beschreven; de snelheid dus, waarmede dit boog-element beschreven 
wordt , is de versnelling van *t punt. 

Analytisch wordt deze eigenschap op de volgeade wijze bewezen. 

Zijn X ^ y , 2 de coordinaten van het bcwegende punt , en ^ , 
ij , ^ die van het overeenkomstige hodographenpunt , dan is 

._dx dy ^ _dz 

^ dt' dr ^~ dt' 

u- 1 ^^ d^ K 

d^x d^y d^z 
dt^ HT^ H* 
of, in woorden, de raaklyn van de hodograaph is evenwijdig aan 
de versnelling in de baan. 

Beteekent verder <r den boog van de hodograaph , dan is 



dff 
H 
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of , in woorden , de snelheid in de hodograaph is gelijk aan de 
TersneLling in de baan. 

2. Uit deze hoofdeigenschap volgen dadeli[jk eenige eigen- 
schappen der beweging. 

Heeft bet punt eene eenparige kroml^nige beweging, dan isde 
bodograapb eene kromine , gelegen op een bol , welks middeJpunt 
de bodographisebe oorsprong en welks straal de grootte der snel- 
beid is. Omdat de bodograapb bare voerstralen loodrecbt snijdt, 
Yolgt er uit , dat de yersnelling loodrecbt op de snelheid , dus 
loodrecbt op de baan gericbt is. 

Is , omgekeerd , de versnelling loodrecbt op de baan gericbt , 
dan zal de bodograapb bare voerstralen loodrecbt moeten sn:yden; 
bygeyolg zal zij op een boloppervlak moeten liggen , welks middel- 
punt baar oorsprong is. De snelbeid der beweging is dus stand vastig. 

De boofdeigenscbap der bodograapb leert dus , dat de versnel- 
ling van eene eenparige kromlijnige beweging loodrecbt op de 
baan is gericbt » en dat , omgekeerd , de beweging eenparig moet 
zijn , als de versnelling loodrecbt op de baan is ; wat trouwens 
ook onmiddell^k uit bet beginsel van levende kracbt volgt« 

3. Verder lecrt die boofdeigenscbap, dat de bodograapb van 
elke beweging , waarbij de versnelling eene stand vastige ricbting 
beeft y eene recbte l^n is van dezelfde ricbting ; en , omdat de 
ontbondene der snelbeid , /loodrecbt op die ricbting , eene standi 
vastige waarde beeft , zal de hodograpbiscbe oorsprong buiten die 
lijjn liggen op een afstand gelyk aan die waarde. 

Zoo is b. V. de bodograapb van de paraboliscbe beweging eene 
recbte lijn, die eenparig bescbreven wordt. En wordt bet punt 
door een vlak aangetrokken met eene kracbt , evenredig aan z^n 
afstand tot dit vlak^ zoodat de baan eene Sinuso'ide is; dan zal de 
bodograapb eene recbte lijn zijo, die scbommelend bescbreven wordt, 
waarby gedurig eene scbommeling begonnen wordt , als bet punt 
bet vlak doorsnijdt , enz. 

4. Is de beweging van bet punt eenparig cirkelvormig , dan ie 
vooreerst de bodograapb een cirkel , welks middelpunt de oor- 
sprong, en welks straal de grootte der snelbeid is. Omdat de 
boek , dien de snelheid draait^ voortdurend gelijk is aan den 
hoek , dien de voerstraal omwentelt , z^'n de boeksnelheden van 
beide cirkelvormige bewegingen dezelfde. Is dus w die boeksnel- 
heid , en r de straal van de baan van H punt , dan is de snel- 
beid V in de baan 



78 

i? = r X «; . . • (I) 

en de snelheid a in de hodograaph , d. i. de Tersnelling in de baan; 

a=zvxa (2) 

Als door middel van (I) ait (2) v of oi geelimineerd worden, 
komt er Toor a a=z a>*r • • • • • (3) 

« = - W 

Tevens is het duideljjk , dat de versnelling naar het middel- 
punt der baan gericht , das centripetaal ia. 

Is , omgekeerd , de hodograaph eener beweging een cirkel , 
die eenparig beschreven wordt , met baren oorsprong in bet mid- 
delpant van dien cirkel, dan moet de beweging eene eenparige 
cirkelvormige wezen. 

Dat zij eenparig is, is daidel^k; dat zij tevens cirkelvormig 
moot wezen , bl^*kt ait de omstandigbeid , dat de raaklQn aan de 
baan in gel^'ke tijden gel^jke boeken bescbrijft,zoodat deafgelegde 
weg in de baan evenredig is met den boek , dien de raaklynen 
van diens aiteinden met elkander vormen. De kromming der 
baan is bjjgevolg standvastig; deze is das een cirkel. 

6. In boeverre de bodograapb bepaald kan worden van cen- 
traal-bewegingeu , d. i. van zulke bewegingen , waarvan de ver- 
snelling voortdnrend door een vast pant gericbt is , zallen wij 
nn gaan onderzoeken. 

Daartoe zallen w^ de voomaamste eigenscbappen der centraal- 
beweging ontwikkelen , waarvan wy in 't vervolg gebruik zallen maken. 

Is bet vaste pant de oorsprong der coordinaten, en zijn x, y, s, 
de coordinaten van bet bewegende pant, en ^de versnelling, dan is 

d*x 

dt' 

d^y d^x 

waaniit volgt x -—r — y — -r = , enz. 

° dt* dt^ 



!» "^ r' dt^ "^ 7* dl*~ r' 



zoodat eene integratie levert 

dy dx 



^-T.-y- = o,, 



dx dz 



dz dy 



y — — -p -:;: = ^1 ; 
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waaruit onmiddellijjk volgt 

d. i. de beweging geschiedt in een plat vlak. 

Wordt dit vlak tot jry-ylak genomen , dan blyft slechts ^^ne 
vergeliljking over, namel^k 

dif dx ^ 
dt ^ dt • 

welke in poolcoordinaten oro^aat in 

J% dA ^ 

^*^ = ^-^=^ ^^> 

waarln A yoorsteli de vlakte , die begiensd wordt door de baan , 
een yasten roerstraal en den yoerstraal yan 't punt. 

Is verder / de lengte yan de loodl^n, uit het oentnun op de 
raakl^n yan 't pnnt nedrgelaten, dan is 

, dy dx 

di dy dx 
waaroit /- = ,--y-=C; 

di C 
bijgeyolg -=»= p (2) 

als V de snelheid yan 't pant yoorstelt. 

Verder is .» = (r|)* +\^^' = 

_/ d^'O /drdiy 

~Vdi) '^\dUU ' 

d^ 
wordt hierin de waarde van -^ uit (1) gesubstitaeerd , dan wordt 

de uitdrukking 



V 



of, door r = - te stellen, 

u 

..=C.(«. + @*) .(3, 

Eindemk is de versnelling F 



^ d^f /ertV 



of ; als r door - vervangen wordt , 

u 
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,*l 



Nu is 



dt* uKdtl 



d^ d- ^ d" 

u ud^ ^ ^ m ^»** 

— "■" , . - — _ Cu zzz — "~ 

dt d9 dt dd * d^ 



verder 



dt* ~ ^ di*'dt — ^ " d»« ' 

en, omdat— f — 1 = Ck* is, vinden wn 
u \al/ 

6. Uit de formulen (1) en (2)blykt: by elke centraalbeweging is 

1^, de baan vlak; 

2^, de hoeksnelheid omgekeerd eyenredig met de tweede macht 

van den voerstraal; 
3^. de lineaire snelheid omgekeerd evenredig met de loodlijn , 
uit het middelpunt op de raaklijn van 't punt neergelaten; 
4fi, de sector, in zekeren tijd door den Toerstraal beschreven, 
evenredig met dien tijdpterwijl C den dubbelen inhoud 
voorstelt van den sector, die in de t\jd-eenlieid beschreven 
wordt. 
Verder geven de formulen (3) en (4) , dat 
5^. de hodograaph eener centraalbeweging volkomen bepaald 

is door de baan en het versnellingsmiddelpunt ; 
6^. eene centraalbeweging volkomen bepaald is door hare 

hodograaph. 
Alleen de laatste gevolgtrekking eischt een bewys. 
Nemen wy aan, dat er twee centraalbewegingen by dezelfde 
hodograaph konden behooren , dan moeten vooreerst de baneu 
gelijkvormig wezen, omdat de overeenkomstige voerstralen gelijke 
hoeken maken met de raaklijnen van de baan; is de vergelijking 
van de baan der eene centraalbeweging 

dan meet die der tweede wezen 



81 

Ten tweede moetea de snelheden in de overeenkomstige punten 
dezelfde zijn^ zoodat volgens formnle (2) van § 5, 

-?' 

moet z\jn, als C en C| de dubbele inhouden voorstellen van de 
aectoren, b\j beide bewegingen door de voerstralen in de eenheid 
van tgd bescbreven. 
Verder geeft formule (4) van § 5, voor .de versnellingen F en F| 

C.^ ^ F 

*~ c*p T 

Zoodat de wet van versnelling dezelfde is b\j beide centraalbewe- 
gingen , en het bewijs alzoo geleverd is. 

7. Verschillende wegen kunnen nu gevolgd worden om de 
hodograapb eener centraalbeweging te bepalen. 

1^. Door rechtstreeksche afleiding uit de formulen voor de 
beweging. 

2^. Door de hodograapb volgens de derde gevolgtrekking der 
vorige paragraaf te beschouwen als de kromme , wier voer- 
stralen omgekeerd evenredig zyn met die der voetpuntenlyn 
der baan. 

3*. Volgens punt 2 van de vorige paragraaf is by de wet van 
Newton de hoeksnelheid evenredig met de versnelling. Door 
deze opmerking kan de hodograapb voor die beweging ge- 
makkel^'k bepaald worden, zooals uithet volgendezalbl\jkea. 

8. Omdat namelijk de versnelling der beweging de hodographische 
Bnelheid is, moet ook deze evenredig wezen met de hoeksnelheid 
van den voerstraal van 't punt. Daaruit volgt , dat de lengte van 
een boog der hodograapb evenredig moet z\jn met den hoek,dien 
de voerstraal gedraaid is in den tijd , dat de boog beschreven is ; 
maar die hoek is tevens de hoek, dien de raaklynen van de uit- 
einden van den boog der hodograapb met elkander vormen. Hier- 
nit volgt , dat de kromming der hodograapb standvastig is ; dat 
deze dus een cirkel moet wezen. 

9. Om de plaats van den hodographischen oorsprong te bepalen , 
merken w^j op , dat de straal van de hodograapb volmaakt dezelfde 
beweging moet hebben als de voerstraal van het punt, omdat b\j 
altijd loodrecht staat op de versnelling, en deze gericht is volgens 
den voerstraal, die altijd door 't vaste punt gaat. 

10. Is de baan een cirkel, dan is de snelheid standvastig en gel\jk 
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(1 

aan - , als r de straal van de baan is; b^'gevolg ligtde oorsprong 

van de hodograaph in haar middelpunt. 

11. Is de baan eene ellips ^ dan is de snelheid van het punt 

veranderlijk en bij ^^ne omwenteling SGO^ gedraaid, zonder ooit 

de waarde nul bereikt te hebben. Hieruit volgt, dat de oorsprong 

van de hodograapb uitmiddelpuntig, en binnen deze gelegen is. Ter 

bepaling van de excentrlciteit diene de opmerking, dat de middel- 

lijn der hodograaph geiijk is aan de som van de grootste en de 

C 

kleinste waarde der snelheid. De eerste is — r- -, de tweede 

fl(I — f) 

Q 

-— ~, als a de halve groote as en f de excentrlciteit van de 

a (1 4- f) ' ^ 

20 

baan is. De middellijn is dus r- ; of, omdat fl5(l — 6*)r= 

a(I — f') 

C 

^=: de halve parameter is, is de straal der hodograaph —. 

De afstand van den oorsprong tot het middelpunt is derhalve 

C C Ci 

— — — HZ — , bijgevolge de excentriciteit van den oor- 

p (I-h€)a p 

sprong f, dezelfde als die der baan. 

12. Is de baan eene parabool , daa heeft het punt in den top 

de grootste snelheid — , en eene snelheid nul in eene richting 

iP 

loodrecht op deze. De oorsprong van de hodograaph ligt in dit 
geval op den omtrek. 

13. Is de baan eene hyperbool, met de excentriciteit f , dus 

p 
hare vergelijking r = — - , dan is de grootste snelheid in 

X "I" f (y08 9 

c 

den top geiijk — (I + €). De snelheid wordt kleiner, naarmate 

P 

Q 

het punt zich verwijdert; zij bereikt haar minimum -- , als / de 

lengte van de loodlijn is, die uit het vaste punt op de asymptote 
wordt neergelaten ; en omdat ^ =r aj/g* — 1 is, is de minimum- 

snelheid — — t""^' . 
ay/i^ — 1 

Daar verder de eindsnelheid dezelfde richting heeft als de ver- 

snelling, meet zij eene raaklijn zijn aan de hodograaph; zoodat de 

oorsprong buiten don omtrek vau deze meet liggen. 



Is X de afstand van den oorsprong tot den omtrek , dan is 

( C \' ,^ 
\ai/t^ — 1/ 1? 

waaruii ar = -r---- f-- ~- = - (i — 1). 

Be straal van de hodograaph bedraagt b^'gevolg 

/C C "\ c 

j/ (e + l)_ (t«l); = 

\P P ^ P 

f C\ c 

en de excentriciteit van den oorsprong far-H — ]: — = f. 

14i. Yattenw^ deze uitkomsten kort te samen, dan komt er, dat de 
hodograapli der cenlraalbeweging, die volgens de wet van Njbwton 

Q 

plaats gr\jpt, een cirkei is, met den straal — , lerwijl de excentri* 

P 
citeit van den oorsprong gelijk is aan die der baan. 

15. Dat Let omgekeerde van deze stelling vraar is , blijkt uit 
de stelling , in § G bewezen. Op de volgende wijze kan hot ech- 
ter gemakkeligk rechtstreeks bewezen worden. 

Is de hodograaph een cirkei , dan zal de straal van dien cirkei 
dezelfde beweging hebben als de voerstraal van het punt; de 
hoeksnelheid van den voerstraal is bjjgevolg evenredig met de 
hodographische snelheid, dus ook met de versnelling van 't pant. 
En, daar die hoeksnelheid omgekeerd evenredig is met de tweede* 
macht van den voerstraal, zoo is dit ook 't geval met de ver- 
snelling van de beweging, die dus volgens de wet van Nbwton 
plaats gr\jpt. 

Dat verder de excentriciteit van den oorsprong de excentriciteit 
van de baan aangeeft , blijkt nls volgt. 

Is zij nul, dan is de snelheid van 't punt standvastig, en sny Jt 
de baan de voerstralen loodrecht. Deze is dus ook een cirkei. 

Is zij kleiner dan de eenheid, dan moet de baan eene ellips 
wezen , omdat de snelheid eene voile omwenteling maakt , zon- 
der ooit nul te worden. • 

Is f de straal van de hodograaph , en « weer de getalwaarde 
der excentriciteit, dan is de grootste snelheid p(l -l-<)i de klein- 
ste p(l — f); en daar deze b^j de beweging volgens de wet van 

C C 

Nbwton respectivelijk geljjk z^jn aan - (1 + c) ^^^ ~ (^ •*" 0» ^^ ^ ^® 

excentriciteit der baan is, zoo geeft dit de volgende vergelijkingen; 



p(l+t)=£(l+e) 

p 

p(l-f)=^(l~e), 

p 

waaruit f = ^, 

C 

P = -. 
p 

waardoor 't gestelde bewezen is. 
Daar rerder nit formule (4) van { 6 voor de beweging volgens 

de wet van Newton volgt C = j/ffp , 

als fjt de versnelling op de eenheid van afstand voorstelt, zoo is 

of ;,= ii. 

Zoodat en de excentriciteit der baan ^n de parameter bekend 
zijn. De vergelijking der baan is das 



1 ^tCo8 6'' 
waarin p en e den straal van de hodograaph en de excentriciteit 
van den oorsprong voorstellen. 

Is de excentriciteit i van den hodographischen oorsprong gelyk 
If dan kan de snelheid eene voile omwenteling maken, maar 
wordt eens nul. De baan van 't pnnt is dns eene parabool , 
die voorgesteld wordt door de vergelyking 

C fA 



_ P 



Is eindeljjk de excentriciteit van den hodograpbischen oorsprong 
grooter dan een , dan kan de snelheid geene voile omwenteling 
maken en ook nooit uul worden. De baan is dus eene hyperbool. 

Het maximum der snelheid is p (e 4- 1) volgens de hodograaph. 



en — (e 4- 1) volgens de baan ; het minimum p^/f* — I volgens 

P 

C ^-^ 

de hodograaph , en —i/fc* — I volgens de baan ; duS 

P . 



I 
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P 

p|/f » 1 = ~|/g» — 1 ; 

P 



waaruit volgt ^ = • , 

P P 

Be vergelijking van de baan is derhalve 

H 



1 -I- g (7o« 6 

16. Vatten wij deze uitkomsten kort tesamen, dan vinden wij, 
dat de centraalbeweging, die tot hodograaph heeft een cirkel, plaats 
grijpt volgens de wet van Newton , en de vergelyking der baan 
gegeven wordt door /u 

_ ? 

waar p den straal van de hodograaph » s de excentriciteit van 
haren oorsprong en /u de versnelling op de eenheid van afaland 
voorstellen. 

17. De kennis van de hodograaph stelt ons nu in staat , om 
ieder oogenblik van de beweging de plaats van het punt in zijne 
baan a an te wgzen. 

De versnelling is ^, en ook gelyk aan de hodographische snel- 

d^ gyu gj^ d% 

heid p-—, of, omdat tzzi f^- is, gelijk aan f^-.-r-; daarver- 
at P p at 

der r = , :^-- — z is , moet 

p at p^ 
zyn , waar A van den top der baan wordt gerekeod. De tijd t » 
die er sedert den doorgang van den top is verstreken, wordt gege- 
ven door E/p^ /*' d) 

18. Is 6^1, dns de bran eene ellips, dan geeft bovenstaande 
integraal 
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Sin d — — — 

of, als wij — -i/l — g* z=:Sin u Btellen , 

iz=zf/^{u — tSinu), 

de welbekende formule yoor de beweging der planeten , waarin u 
de excentrische anomalie voorstelt. Dat u die anomalie is , blykt 
uit de YOorwaarde<Terge]\jking tusschen $ en t« , die door eene 

eenyoudige herleiding overgaat in 

a 
a Sinuz=:r8in^ X T, 



19. Is f ^ 1 » dus de baan eene byperbool , dan geeft eene 
integratie 



I* 



6 -i/8* — 1 — Z 






of als f^ tg\^ = /^Jw gesteld wordt , welke na lichte her- 

6 4- 1 

leiding geeft r Sm ^} z=,b tgu^ 

dan wordt bovenstaande vergelijking 

t = /^^ {« Iff u^ltg (450+i m)}= 



=A^2:, 



Het punt zou op oneindig grooten afstand gekomen zijn na T 
seconden , als Toor u de waarde )«* genomen wordt en T dan 
eindig is. Maar T blijkt oneindig groot te zijn , zoodat het punt 
nimmer op oneindig grooten afstand zal komen , dus ook nimmer 

Q ^ 

de kleinste snelheid -|/«* — 1 zal bereiken. 

20. Is eindelijk e= 1 » dus de baan eene parabool, dan is 

t = \^^^(l^^tg'\^)ig\^. 

Ook hier zal het punt nimmer op oneindig grooten afstand komen. 

21. Alvorens de beide eerste methoden Tan § 7 toe te passen, 
willen wy de hodograaph bepalen enkel door formule (2) van 
} 5 te gebruiken. 
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Uit C =r t? X ^ 

vdlgt , als I vervangen wordt door r Sin a , waarin ot dus den 
hoek Toorstelt tusschen den voerstraal r en de raaklijn aan de 
baan , C z=:vr Sina, 

Bedenken wy nu , dat vr Sin et den inhoud voorstelt van een 
parallelogram, op den voerstraal en de snelheid als zijden beschre- 
ven; dan kunnen wij aan bet beginsel der sectoren deze beteekenis 
geven , dat bet den standvastigen inboud nitdrukt van bet paral- 
lelogram , op den voerstraal en de snelbeid bescbreven. 

Deze eigensckap der centraalbeweging is overeenkomstig met 
die van eene ellips en eene byperbool, dat de inbond van bet 
parallelogram op twee toegevoegde middell^jnen standvastig is. 

Als de baan eener beweging dus eene ellips of byperbool is 
met bet centrum in bet middelpunt, dan stelt de balve toege- 
voegde middellijn van den voerstraal in ricbting en betrekkelijke 
grootte de snelheid van bet punt voor. De bodograapb dier be- 
weging is b\jgevolg eene ellips of eene byperbool, gel^kvormig met 
de baan , terwijl baar oorsprong in 't middelpunt ligt. 

Formule (4) van } 6 geeft, dat de versnelling in dit geval 
recbt-evenredig is met den afstand, en wel centripetaal of centri- 
fugaal , naar gelang de baan eene ellips of eene byperbool is. De 

uitdrukking daarvoor ^^ ^ r x I -r ] , als a en 5 de balve assen 

der baan zyn. Is dus fA de versnelling op de eenbeid van afstand, 

dan is C:zzahi/iL. 

Daar verder de grootste en de kleinste waarde van de snelbeid 

C C — 

— en — zijn , moeten de balve assen van de bodograapb oj/^fc en 
b a 

h\/fi wezen. 

22. Het omgekeerde van bet voorgaande, namelyk dat de cen- 
traalbeweging, die tot bodograapb beeft eene ellips of eene byper- 
bool , met deur oorsprong in bet middelpunt , gescbieden moet in 
eene baan , gelijkvormig met de bodograapb , met bet versnel- 
lingscentrum in bet middelpunt, is volgens § 6 ook waar, wat 
recbtstreeks op de volgende wijze wordt aangetoond. 

Is V de snelbeid en r de voerstraal van bet punt , en « de 
boek tusscben » en r, dan geldt voor de beweging van het punt 
de vergelijking C? = rr Sin a. 

Is verder p de halve middellijn van de bodograapb , die tot 
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V toegevoegd is, dan maakt p met v ook een hoek «, omdat 
f de richting van de versnelling, dns ook die van den yoerstraal 
heeft. Yolgens eene reeds genoemde eigenscliap van eene ellips 
of eene hyperbool is » X p Sin « = C , 

die y Tergeleken met de voorgaande , geeft 

- = htandvcutige , 

zoodat de toegevoegde halve niiddell\jn in richting en betrekke- 

l\jke grootte den voerstraal van de baan voorstelt; en omdat de 

voerstralen der baan naar een punt sameTiloopen , zal de baan 

gelijkvormig met de hodograaph wezen, en hei versnellingscentrum 

in het middelpunt bebben, 

Zijn a* en b' de halve assen van de hodograaph, dan zyn die 

h' a' 

der baan — = en — «• 

23. Dezelfde formule C = c X ^ 
gaat over in C = r X r , 

ingeval de baan de eigenschap bezit, dat zij den voerstraal overal 
onder een zelfden hoek sn^dt. In dat geval wordt de hodograaph 
de kromme, wier voerstralen omgekeerd evenredig zijn met die 
der baan. 

Daar de formule voor den hoek a tusschen voerstraal r en de 

raaklijn in 't algemeen is tg % \=: --.. , 

dr 

zal voor alle banen , die bovengenoenide eigenschap bezitten, de 

volgende vergelyking gelden 

r -;- =z Comtant = fa »f.; 
dr " 

waaruit volgt rzi^ke **, 

als k eene standvastige is. 
Dit is de vergelgking van eene logarithmiscbe spiraal. Wordt 

hierin r vervangen door -j , waar m eene willekeurige lijn voor- 
stelt, dan wordt de vergel\jking van de hodograaph verkregen. 

Deze is r' = -— c"" ^ ; 

k 

waaruit bl^kt, dat de hodograaph eene logarithmiscbe spiraal is, 

gelykvormig met de baan , die evenwel in tegengestelden zin be- 

schreven wordt. Het omgekeerde van de gevonden uitkomst is 

ook waar, wat gemakkel\jlc kan bl^koD. 
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Yatten w^ dit allds kort samen , dan is gebleken , dat de 
hodograaph eener centraalbeweging, die plaats gr^pt in eene loga- 
ritlimisclie spiraal , eene daarmede gelijkvonnige spiraal is en om- 
gekeerd. 

Eormnle (4) van § 5 geeft, dat de vennelling centripetaal 

en omgekeerd evenredig is met de derdemaelit van den a&tand. 

24. Wij znllen nu de tweede methode , in § 7 genoemd , 

toepassen op een paar gevallen , en vooreerst op dat , waarb^ de 

beweging plaats grijpt vol gens de wet van Newton. 

De voetpuntenlijn eener ellips of eener hyperbool is de cirkel , 
op de groote as ah middellijn beschreven , indien de loodlijnen 
nit een der brandpunten worden getrokkeii. Alle lyuen dus, nit 
dat brandpimt nnar den omtrek van den cirkel getrokken , zijn 
omgekeerd evenredig met de snelheden in de overeenkomatige pun- 
ten der baan; en omdat diezelfde lijnen ook omgekeerd evenredig 
zijn met de afstanden van hetzelfde brandpunt tot de tweede 
sngpnnten, 'volgt er uit, dat die laatste lijnen recbt-evenredig zijn 
met de snelheden in de overeenkomstige pnnten der baan. De 
hodograaph is b^gevolg een cirkel, en haar oorsprong heeft de- 
zelfde excentriciteit als het brandpunt der baan. 

Is de baan eene parabool , dan is de voetpuntenlijn de raak- 
lyn van den top der parabool. 

Is PQ(fig. l)deraakl^n 
en T het brandpunt, "FA een 
loodlijn op PQ, dus A de 
top der parabool, dan laten 
wij uit een willekeurig punt 
A' op het verlengde van AT 
eene loodlijn A^B' ne^r op 
'A BTy eene der l^nen, die J'met 
punten van PQ vereenigen. 
Uit de gel^kvormigheid 
der driehoeken TAB en 
JP^'J5' volgt de evenredigheid 

ATxB^TzmBT :A'T, 
of ook 

BT'.AT = ;r;^:-=z-i. 

Fig, 1. B'T FA 

Hieruit biykt, dat wanneer w^ nit A' loodlijnen nederlaten op 
willekeurig door T getrokkene IQnen, de stukken, gelegen tusschen 
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F en de yoetpunten der loodlijnen , omgekeerd e?enredig zyn met 
de stukken dier lijnen , begrepen tusschen F en de lyn PQ ; en , 
omdat deze laatste stukken omgekeerd evearedig zijn met de 
snelheden in de overeenkomstige punten der baan , zijn de eerste 
stukken recht-evenredig met die snelheden. De meetkundige plants 
van de voetpunten B* der loodlijnen is de cirkel , op FA' als 
middellijn beschreven ; derbalve is de hodograaph der beweging 
een cirkel, op welks omtrek de oorsprong ligt. 

25. Het omgekeerde kan op de volgende wijze aangetoond 
worden. 

Zij MA (fig. 2) de hodograaph, 
haar oorsprong. De ontbon- 
dene OB der snelheid OA, lood- 
recht op den straal MA, is even- 
wydig aan de raaklijn in A, 
stelt bijgevolg de onlbondenc 
voor van de snelheid in de rich- 
ting van den voerstraal. De lood- 
lijn AC ^ nit A op OM neerge- 
laten, is de ontbondene der snel- 
heid in eene vaste richting, lood- 
recht namelijk op OM, 

Uit de gelykvormigbeid der 
rechtboekige driehoeken MOB en 
MAC volgt 

OB I AC = OM : MA , 

OB 
waaruit -— = f , 

als i de excentriciteit van den 
oorsprong is. 

Hieruit volgt, dat de snelheid 

OB van het punt in de richting 

van den voerstraal evenredig is 

met die in eene vaste richting. 

Merkt men tevens op, dat beide 

snelheden tegelijkertijd van teeken 

Fig. 2. veranderen, en dat de voerstralen 

uit ^^n punt getrokken worden ; dan komt men tot de gevolg- 

trekking , dat de beweging van hetpunt van dien aard is , dat de 

verlenging (resp. de verkorting) van den voerstraal evenredig is 
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met de verw^derlDg van (resp. het naderen tot) eene vaste li|jn ; 
en dat de verhonding tusschen die veranderingen gelijk is aan de 
excentriciteit van den oorspong der hodograapli. 

De baan derhalve van bet punt bezit de eigenscbap, dat de 
afstanden van elk barer punten tot bet yaste punt onderling 
dezelfde yerhouding hebben als de overeenkomstige afstanden van 
bet punt tot eene Taste lijn. En dit is jnist eene eigenscbap, die 
uitsluitend toekomt aan de kegelsneden. Naarmate de excentri- 
citeit van den oorsprong der bodograapb nul , ^ 1 , =1 of ^ 1 
is, zal de baan van bet punt een cirkel, ellips, parabool of bvper- 
bool zjijn. 

26. Laat de baan van bet punt eene ellips of eene byperbool 
wezen, welker middelpunt bet versnellingsmiddelpunt is, dan is 

de voetpuntenlijn , als « de balve groote as en c de excentriciteit 
der baan is. 



Stellen wij bierin voor r de lyn — , dan gaat zy over in 

r'* (I — g» Sin'' (p)=: ^ . 



en stelt eene kromme voor, die gel^jkvonnig is met de bodograapb. 
Gaan wij over tot recbtboekige coordinaten, dan wordt de ver- 



m* 



gelyking ar* -f-y* — 6'y* =— i. 

a' 

of — ^.±r4^ = l, 



Ct)' (tF 



die eener ellips of byperbool. Wij vinden de uitkomst van § 21 
terng. 

Als wy den omgekeerden weg vulgen , krijgen wij bet omge- 
keerde van de stelling. 

27. Wij zullen nu de eerste der in § 7 genoemde metboden 
volgen om de bodograapb op te sporen, en beginnen met de cen- 
traalbeweging vol gens de wet van NEVfTON. 

De vergel^kingen voor de beweging z^n 

(Px fix d^y i^y 

waarin r* = ar* + y* is. 

dy dx 

Hieruit volgt ar-_— y^=C; (I) 

at at 
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dy dx 

d^x (AX dt dt 

r* J~—yr-y 
fi dt dt 

derhalve is ^4.^ = —^^ (II) 

' Evenzoo is •— • + ^ = -f- - - (Ill) 

Stellen wij nu de coordinaten --- en -— van de hodograaph 

dt dt 

voor door ^ en 17, dan geven de laatste twee vergelijkingen 



de vergelijking van een cirkel, met den straal -. 

dx dy 
Worden uit (I), (II) en (III) —en — geelimineerd , komt cr 

dt wt 



if-'X%-^)-'' 



ft I 

of f^r^zxB-^yA-^-C', 

de vergelyking van de baan van H punt. 

Draaien wij de assen z<$6, dat de y-as door het middelpunt van 
de hodograapli gaat , dan moet ^ .= gesteld worden ; en de 
vergelyking van de hodograaph wordt 

JO 

zoodat — — de excentriciteit der hodograaph is. Verder wordt de 

C 
vergelyking van de baan in polaire coordinaten 

C 
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£1 

A* 



_-\ 



of y = 

si 

Pe baan is dus eene kegelsnede, terwijl de hodograaph een cir- 
kel is, waarvan de oorsproDg eene excentriciteit heeft, die gelijk 
is aan die der baan. 

28. Onderstel, dat de baan eener centraalbeweging de eigen- 
scbap bezit, dat de boek tusscben de ricbting van den voerstraal 
en die der beweging bet complement is van bet M-voud der ano- 
malie 6 van den voerstraal, dus 

= 900 — »d, 
waar n ieder willekeurig getal yoorstelt. 

Dan is de differentiaal-vergelijking van de baan 

"^^ dl\ 

r 

of dl"=,tgni.di, 

waarvan de integraal is r^ :=i an Cob n^ ^ (1) 

als a de lengte van den voerstraal is voor fl z= 0. 

Vol gens fonntile (4) van § 6 is de versnelling van de beweging 

of, omdat voor 6 = 0, = 90° wordt, dus (7 = a X Vq, als Vq 
de snelheid voor fi = is , 

J'=-(.»+l)roV*»X^,.. . . . . (2) 

Verder is «; = —- — - = 2 — == ro (Coa »fl) "T~ 

a 
en de boek S- , dien de ricbting van » met de pool-as maakt , 

S- = 180° — (4) — 9), 

dus bier 3- = 1 80° — (OO^ — (» -h 1) 9] , 

n 
waaruit volgt «9 = — ■;—r (3* — 90*^). 

Deze waarde van rA in de formule voor t gesubstitueerd , geeft 

I n 1«-M 
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of, wanneer wg de pool-as 90® latea draaien in de xicltting van. 
de beweging van 't punt , 

■ * «_ ^ 

V n-hl = t, n-^lCoS -— 3-, ..... (3) 

«-i- 1 



welke de vergelijking van de hodograaph is. 

Beiden , baan en hodograaph, bebooren tot dezelfde familie van 
krommen *). Is n de exponent van den voerstraal der baan, dan 

If n 

18 — — _. die van den voerstraal der bodograapb; is dus — 



n-t-l o r > « + 1 

de exponent van den voerstraal der baan, dan is die van den 

n 

» + 1 
voerstraal der bodograapb of + « ; zoodat baan 

» 4- 1 

en bodograapb wederkeerig zijn , dat wil zeggen, dat in de onder- 

stelling 4^ = 90® — «fl , de baan van bet punt de bodograapb is 

van de centraalbeweging , die plaats grijpt in eene baan , welke 

geyjkvonnig is met de bodograapb van de eerste baan. 

29. Wij zullen eenige bijzondere gevallen bebandelen. 

n 

a. Stel » = — • r , of » = — 2 ; dan is de vergelyking 

n-t- 1 

der baan a* = r* Cos 26 , 

die der bodogra«pb Vq* =v* Cos 23-. 

Baan en bodograapb zijn beiden gelijkzrjdige byperbolen; de wet 

van de versnelling is F zzi—r-r ^ 

dus centrifugaal. 
Deze uitkomst is een bijzonder geval van dat in § 21 gevonden. 

h, « =: 1 , dus — — — = — i ; 

dan is de vergelyking van de baan 

r = a Cos fl , 
die van de bodograapb 

2t?o 



1 -H Co* 9- * 
of in woorden : 

Is de baan een drkel, met het i^rsnellingscentrum in den omirek , 



*) Zie J. W. MuuRLiNO I de krommen r* = ii* Cosn^. 
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dan is de hodograaph eene parabool, met den ooraprong in het brand- 
punt; en omgekeerd. Versndling = ^- — . 

r 

Is de baan eene parabool^ met het versnellingscentrum in het brand- 
punt y dan is de hodograaph een cirkel , met den qorsprong in den 

omtrek; en omgekeerd, Versnelling = — -^ — x — • 

2 r 

Deze laatste uitkomst is reeds vroeger gevonden. 

_ « ^ 

c. « = 2, —-zz: — I; 

dan is de vergelijking van de baan r* = o* Cos 2d , 
die der hodograaph Vq^ = o' Cos^ IS*; 

of in woorden 

Is de baan eene lemniscaat van Bernoulli ^ met het versnellings* 
centrum in het dubbelpunt , dan is de hodograaph eene kromme , 
be&taande uit twee paraboolvormige takken^ tegenover elkaSr gelegen, 

die elk in H vlak een vak — ■ innemen; en omgekeerd. Versnelling 

= — ZvJa^ X -=. 

Is de baan laatstgenoemde kromme , dan is de hodograaph eene 
lemniscaat van Bernoulli; en omgekeerd, Versnelling =i — f^'o*^* ^ T* 



d, « = i , 



I 



w-hl"" ^' 



de vergelijking van de baan is r m a Cos* ^9 , 
die der hodograaph Vo=^v CotP ^3-. 

De baan is eene cardioide , met het centrum in het keerpnnt ; 
de hodograaph eene kromme , ongeveer in den vorm van de 
Grieksche letter a ; zij is s3?mmetrisch ten opzichte van de pool-as , 
en vormt eene lis , door welker dubbelpunt been de kromme zich 
aan we6rskanten van de as oneindig ver uitstrekt ; zoo , dat de 
raaklijn nadert tot een stand, die loodrecht staat op de as, De 
oorsprong verdeelt het stuk van de as , gelegen in de lis , in 
twee deelen, die tot elkander staan als 1 : 8, terwijl het grootste 
stuk in het dubbelpunt eindigt. 

Is de baan eene cardioide met het versnellingscentrum in het keer- 
punt , dan is de hodograaph bovenverklaarde kromme ; en mtigekeerd^ 

Versnelling r= — f^o'^^ ^ "I* 

r 
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Is de baan Savenverklaarde kromme , dan is de hodograaph eene 
cardio'idet met den oorsprmg in Jiet ketrpunt : en omgekeerd. Yer- 

snelling — |»o*^ ^ *7* 

30. Wij zullen nu onderzoeken , of de beweging in de hodo- 

«_ «^ n 

graaph v n-+-i = t>^j «-fr-i Cos -S- al dan niet eene centraalr 

n -f» 1 

beweging is, waarb\j bet' versnellingscentrum in den oorsprong ligt. 

Dit bangt af van bet al of niet standvastig zijn van bet produkt 

P, welks factoren zijn : de voerstraal v , de bodograpbiscbe snel- 

beid (dat is de versnelling — ' r"T8 "* ^® baan) en 

Sin ^ (tp de boek tusscben voerstraal en bodograpbiscbe snelheid « 
dus gel^k aan den boek ^ van § 28). 
Wij bebben dus 

^ = ^x-^ — -irrz X^^' 

of , omdat tg^^iz Cotn^ , dus Sin = Cos »9 = ' -i is, 



P = »X — 



n-4-l 



Verder is volgens § 28 r = r^ f - j ; 



duswordt p^_(l±^V^. 

P is dus alleen standvastig voor « = -— 2 , zoodat de centraal- 
beweging , die in eene gelijkzydige byperbool plaats beeft , tot bodo- 
graapb beeft eene andere gelijkzijdige byperbool, die als eene cen- 
traalbeweging bescbreven wordt. 



OVER HET BEREKENEff EENER PREMIE VOOR EENE LEVENS- 

VERZEKERIN6, DIE ft MALEN PER JAAR ZAL BfiTAALD 

WORDEN . IN PLAATS VAN BENE BEKENDE 

JAARPRBMIE. 

Door J. /. STAMKdRT. 



Het bovenstaande voorstel , scboon eenvoudig van aard , komt 
meermalen te pas, als uit eene bekende jaarpremie, eene maand- 
of weekpremie zal afgeleid worden; bet is daarom niet oDgepast 
bet bier kortelijk uit een te zetten. 

De onderstelling is de premie voor - jaar zoo te berekenen , 

n 

dat de betaling opboudt , indien de verzekerde binnen bet jaar 

komt te overl^'den. 

W^* zullen eerst aannemen, dat de jaarpremie a slecbts gedurende 

46n. jaar betaald moet worden , dat dus de scbuldenaar, in stede 

van a gulden by bet begin van bet jaar te betalen, in n gelyke 

termynen, telkens x gulden wil voldoen, de eerste betaling van 

X by bet begin des jaars, over - jaar weder x gulden, en zoo 

voortgaande tot bet n — l^* »*® gedeelte des jaars , of tot vroeger 
overlijden. 

Laten er een groot getal Jp personen zijn, die hetzelfde ver- 
langen, ieder van een gelijken ouderdom van jp jaren. Na verloop 
van ^^D jaar zullen er nog ^p^i personen in leven zijn. Zy nog 
ondersteld, dat de afsterving gedurende bet jaar regelmatig vervolgt, 

zoodat in elk - deel des jaars -^ ^ — -==. ApXh personen 

n » ^ 

overlyden; dan zullen er acbtervolgens nog in leven zijn: Ap ^ 
Jp{l — b), Jp{l^2h), J^{l^U)....J^[l — 7:ir[:h) per- 

sonen. 

Zij nu de interest lOO.r procent , of r per eenbeid en per jaar, 

7 
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dan is b^* het begin des jaars de tegenwoordige waarde der n 
betalingen, na de deeling door Jp^ 

a?+ (1 — 3)(l + r) *»a? -h (1 — 25) (1 + r) «a?4- 

De algemeene term dezer reeks is, q een geheel getal kleiner 

dan n zijnde , (1 — qb) {1 4- r) » «r. 

Met verwaarlozing van r', hetgeen daarop neerkomt, dat gedu- 
rende ^^n jaaf geen zamengestelden , maar slechts enkelroudigen 
interest gerekend wordt, verandert deze uitdrukking in 

x(i-.f«)(i_j.:]={i-2(*+r)+j«/i(.. 

Dus komt Yoor de som van alle termen 



dat is 



{n.n — 1 /, r\ « — 1,».2» — 1 rb\ 
n __^J+-)+ ._.]x. 

of «=j« 2-*— ^—2 6 OT^ 

=(« — r •• — 2-1" — 8-7T= 

2« — 1 
D e waarde van — r— K r , die tusschen |r en |r begrepen is, 

kan verwaarloosd worden; en dan komt er 

Wij vinden dus, met eene voor de toepassing voldoende nauw- 
keurigheid, dat als eene som a, betaalbaar bij het begin van een 
jaar, in n termijuen zal voldaan worden, of tot aan den dood des 
schuldenaars , zoo die binnen het jaar mogt voorvallen , yoor de 

termijnsbetalingen 

a 
X z^ — • • • • • / 1) 
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Was biJToorbeeld r = 0,04 , « = 52 en ^^ ^^±^ = 0.01 



Af 



X 



i 50.73 

Wanneer ^^4.1 = zoude zyn en dus Jp het laatste getal van 
eene sterftetafel , dan was 

a a 

^ ~ b2 — 25.5 X 1.04 ~ 25.48 
Indien de betalingen van a gulden gedurende meerdere, stel y 
jaren, moeten geschieden, aanvankelijk door A personen, dan heeft 
men, om x te vinden, in hot eerste jaar, in stede van a op den 
eersten dag, volgens bet voorgaande, 

dat is voor de A^ personen , in het eerste jaar , 

ft SMM 1 

SnJ, —(rJ,-\.Jf — Jp^.iy^xz=. 

of gemakshalve schryvende n ~ — - — (1 4- r) = «, — -— = p, 

2 2 

{aAp+^Ap^\)x. 
In het tweede jaar {«^^^i -i-P-^^^-jJa? eaz. 
In het laatste {uAp ^y — 1 -(- fiAp ^y) x, 

Deze waarden tot den tegenwoordigen tijd herleid, geven tot 
som {otAp'\-^Ap^^)x^ 

-I- {uAp^% + Mp + s) (1 •+• ry^x 4- 



Dat is, als men nog P(l -f-r) Ap.x optelt en aftrekt, 
+ Ap^y^x (1 4- r)-y+i) a:- (^(1 4- r) 4 — P r I -h r)-y^i ^;,4-y } x. 

n r 1 

Nu is «4-|3(I 4-r) = » en |3 = — - — . 

\oort8 is hetgeen hierboven tusschen de haakjes ( } staat: de 
praenumerando , tijdelijke lijfrente voor y jaren, vermenigvuldigd 
met Ap» Zoo wij dan deze rente door vZp voorstellen, dan komt 

7» 



100 

{».^,.»X,--'^^.(l+r)(^p— (l+f)-i'^,+r)|*=4*'^«. 
of, deelende door Ap, 

en stellende (1 + r)-v . ''*'' = 0, komt er 



X 



n — — - — (1 + r) 



^ '^' ^ . . (2) 

a 
of ook X =r ' ■; -T — 

Indien de jaarpremie a tot aan den dood des verzekerden moet 
betaald worden, zoo als by gewone levensverzokeringen, dan is 
^ = , en men lieeft 

(3) 



X 



» — 1 1 + r 



2 Lf 

Lp en I/p-hy zijn de praenumerando lijfrente van/ 1,— op de 
ouderdommen p en p^^y jarcn , ieder , zoo als wel bekend is , 
1 grooter dan de gewone ^M^numerando lyfrente. 

Indien men, zooi als gewoonlijk, eene tafel lieeft van stortingen 
in eens 8, en de jaarpremien, die w\j a genoemd liebben, dan 
kan de tijdelyke lijfrente ^Lp vervangen worden door de koopsom 
S , naar aanleiding der formule 



Dus komt 



S=z -r-, waarmt -—-=:-. 



«= i «» W 

n -_(l + r)(l-(|)).- 



dat is Yoor gewone leTensverzekeringen , als (^ = is , 

a 






(5) 



Eindelijk, wanneer men de uitdrukking <<^^(1 4-r)**' voorstelt 
door A^, en evenzoo /^p-4.y(l +r)~''— ^ door A^^-y, dan wordt 
de deeler van a, om or te vinden, voorgesteld door 
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* — ^ /, . .» ^f — ^^H-J 



«----(la.r). 



2 m w ^ M 

= « 9-(^-H>')- y/ Jy »• • • . (6) 

2\inde de sommen SA^ en S Ap ^ y yoortgezet tot aan het einde der 
sterftetafel. 

Wanneer men in deze formule y =: 1 steU| komt , na eenige 
herleiding, weder de formule (1) zooals behoort. 

Stelt men het getal — ^ L±iL ^r: m , 

S Ap "■" SAfl ^ M 

dan komt , als r = 0,04 is , voor den deeler om uit eene jaar- 
premie de waarde te vinden van 

eene half jaarl^'ksche premie 2 — 0,52m , 
„ driemaandely ksche „ 4 — 1 ,66»i , 
M maandeiyksche „ 12 — 5,72m, 
„ wekelijksclie „ 52-— 21,52m. 

Daar het getal m met den ouderdom /?, waarop het contract van 
verzekering gesloten wordt, toeneemt, zoo worden de deelers steeds 
kleiner met dien ouderdom. Het is echter duidel^k, dat men in 
de toepassing volstaan kan met die deelers niet van jaar tot jaar 
te berekenen; maar in het algemeen dit b\]voorbeeld slechts van 
10 tot 10, of van 5 tot 5 jaren te doen. 

"Wanneer de termijnsbetalingen, ter vervanging van de betalingen 
telkens by het begin van het jaar, dus berekend worden, dan 
behoeft na het vervallen der verzekerde som, by de uitbetaling er 
niets van worden afgehouden , ter zake , dat de jaarpremie in het 
laatste jaar nog niet geheel betaald zoude zijn. 



6ESCHIEDENIS EN BIBLIO&RAPHIE DER WiSKUNOE. 



Zur Geschichte der Mathemaiik in AUerthum und Mittelalter^ von 
Db. Hehmann Hankel. Leipzig, Teubner, 1874. 

Met groote ingenomenlieid kondigen wQ boyenstaand werk voor 
de lezeri) van dit tijdscbrift aaD. Het ontzaggelijke materiaal in 
aanmerking genomen , is bet den scbrijjver gelukt in korte trekken 
een beeld te geven van de ontwikkeling der wiskunde van af de 
vroegste tijden, en dat wel op eene hoogst duidelyke en aange- 
name wijze, Het werk van Hakkel is een , dat men desver- 
kiezend als lektuur ter verpoozing van erns tiger studien kan ter 
band nemen ; en tocb is zijn werk een boogst wetenscbappel^ke , 
van grondige studie bl\jken gevende arbeid. De stgl is vloeiend 
en eenvoudig, zelfs, zooals nit de uiteenzettiag der Pytbagoraesche 
denkbeelden blijkt, b^ de bebandeliug van ingewikkelde w^jsgee- 
rige tbeorien. 

De scbrijver, die door den dood verbinderd was zelf den laatsten 
band aan zijn werk te leggen , bestemde bet voor een grootor 
publiek; een tweede werk, meer in bijzonderbeden tredend, was voor 
de vakgenooten bestemd. Het werk, dat wij bier aankondigen, is dus 
niet voltooid ; en wel ontbreekt juist een boofdstuk , dat w\j juist 
van dezen scbrijver zoo gaame badden ontvangen : dat , betwelk 
over die periode van de gescbiedenis der wiskunde loopt, dat bet 
zoogenaamde klassieke t\jdperk wordt genoemd : bet tijdperk van 
EucLiDES, dat nu slecbts een brokstuk is gebleven. Zooals uit de 
voorrede blijjkt van de band van des scbrijvers vader, was het 
boofdstuk over de gescbiedenis der wiskunde by de Arabieren 
reeds bij bet leven van den scbrigver in bet tijdscbrift van Boa- 
compagai verscbenen , in bet Italiaanscb vertaald. 

De scbr^ver bebandelt (bladz. 1 — 88) eerst de gescbiedenis der 
wiskunde in hetgeen b\j de voorwetenscbappel^ke periode noemt; 
en geeft daarin een overziebt van de middelen, waarvan men zich in 
de allereerste tijden van de menscbel^ke ontwikkeling bediende, om 
de voor de maatscbapplj noodige rekenbewerkingen uittevoeren. WQ 
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krggen eene duidelijke voorstelling van het ontstaaa der getallen, 
der telwoorden en der cyfers, en van de hoogte, waarop de mensch 
het zoowel in het rekenen als in de meetkunde had gebracht 
(bladz. 78—172). Met Thalks acht de schrijver eene nieuwe periode 
in de geschiedenis der wiskunde aangebroken ; niet zoozeer omdat 
Thaxes zelf zooveel deed (integendeel meent Hikkel, dat hetgeen 
Thales wist, en wat hem wordt toegeschrevenj voor een aanzienlig^ 
gedeelte aan de Egyptenaren is ontleend) ; maar omdat van af 
dien tijd onder de Grieken de wiskunde als wetenschap wordt 
beoefend; zij werd het tot op de zesde eeuw vddr Chbistus slechts 
voor zoover men haar behoefde voor den handel en b^ het bouwen. 
Met de beoefening der wiskunde vooral door Fythagobab en z^ne 
school wordt zg eene wetenschap. Achtereenvolgens worden ons 
nu de theorien van Pythagobas^ de paradoxen van Zbko, de 
ontdekking der onmeetbare grootheden, de leerstellingen van 
Plato en Aeistotbibs, uiteengezet. Uit de tweede periode der 
Grieksche wiskunde, met wier behandeling de schr^ver niet ge- 
reed was toen hij stierf, is behalve het fragment over EaKLiDSS, 
nog eene verhandelihg opgenomen over Diophant, den vader der 
rekenkunde en der algebra in mbdernen zin, zooala Haneiel 
hem noemt. 

Het dan volgend hoofdstuk, (bladz. 172 — 222) is aan de Indiers 
gewQd en zichtbaar met geestdrift bewerkt. Hoewel het niet ge* 
zegd kan worden, dat Hankel de uitkomsten der Grieksche wis- 
kundigeti te laag stelt, is eene voorliefde voor hetgeen de Indiers 
op mathematisch gebied hebben gedaan , niet geheel bij hem te 
loochenen. Duidelijk zet de schrijver uit een, dat tusschen de 
Grieksche en Indische onderzoekers een specifiek verschil in aanleg 
bestaat, hetgeen zich bij de Grieken verraadt door hunnen zin voor 
de vormen der ruimte , bij de Indiers door hunnen zin tot ab- 
stracte getallenleer ; de Grieken waren dan ook meer meetkundig, 
de Indiers meer algebraisch ontwikkeld. 

Minder goed gelukt komt ons de geschiedenis der wiskunde 
bij de Arabieren voor, die door den schryver in Pag. 222-— 294 
wordt behandeld; misschien wel omdat hetgeen de Arabieren ver- 
richtten, voor een deel steunde op de geschriften der Indische en 
Grieksche wiskundigen, en ons daarom minder door oorspronkel^k- 
heid en vernuft boeit, dan de ontdekkingen der Indiers. 5i[j het 
lezen vooral van dit hoofdstuk wordt zelfs de oningewijde getroffen 
door de moeilijkheden , die Hankel te overwinnen bad , om uit 
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den berg van geschriften en de Tele tegenstrijdige meeningen, den 
lezer ten minste eenigszins <erecht te lielpen. 

Eenige bladzyden worden aan de geschiedenis der wiskunde b|j 
de Bomeinen besteed; en daarmede is de periode der midden- 
eeuwen aangebroken. Hikeel splitst die in twee tijjdperken, de 
eerste tot bet begin der 12^^ eeuw, den tijd der kloostergeleerdbeid; 
de tweede van af de 12^* eeuw tot op bet midden der 15** eenw; 
voor bet eerst drongen toen de uitkomsten der Arabisebe bescbaving 
door tot de latynscbe volken , en reeds in 1116 werden werken 
over Sterrekunde uit bet Arabiscb in bet Latijn vertaald. In bet 
midden der 12** eeuw worden reizen naar Spanje veelvuldiger en 
ook in de volgende eeuw neemt bet aantal vertalers van Arabisebe 
werken sterk toe. Hankel geeft niet alleen een overzicbt van 
de vorderingen, die de wiskunde maakte in die tijden , maar ook 
van den toestand der wiskunde aan de Hoogescholen. Met bet eind 
der 15^® eeuw begint een nieuw tijdvak in de Algebra. Vooreerst 
is de oplossing der derdemacbtsvergelijking door Scipio Pebbo , 
maar vooral door Nicolo Tabtaolia (Tartalea = lat. Stotteraar) 
in de eerste plaats te noemen, wiens groote verdiensten ten gevolge 
van de verraderlyke bandelwgze van CABBAmrs zelfs nu nog eenigs- 
zins in de scbaduw zijn gesteld. De pogingen tot oplossing der 
vierde en boogere magtsvergelykingen door Gabdastus en Eebbabi, 
en de benaderingsmetbode van VifciB, ten onrecbte die van Newton 
genoemd, maar vooral de bebandeling der negatieve en imaginaire 
wortels, ViliTES goniometriscb-algebraische ontdekkingen , bebooren 
mede tot de 16** eeuw, terwijl Habbiot bet eerst eene vergel^jking 
in lineaire factoren ontbond. ITankbl eindigt zijn werk met er 
op te w\jzen , boe Wallis evenzeer zijn landgenoot Hajibiot be- 
wierookt en bem ontdekkingen toescbr^ft , waaraan bQ geen deel 
bad; als dit ten aanzien van ViI:te door Monttjcla, door Gos&ali 
met Cabdanus is gescbied. Een kort fragment over de Wiskunde 
in Cbina besluit dit belangrijk werk, waarvan wg getracbt bebben 
den inboud aan onze lezers in boofdtrekken voor den geest te 
breng^n. Van de band van Mobitz Cantob verscbeen in Scblo- 
milch*s tijdscbrjft eene zeer warme aanbeveiing. Mogen ook deze 
regelen er iets toe bydragcn, Hakebl's werk ingang te doen yinden 
by ons matbematiscb publiek. 

Letdem, Jani '75. 

Db. J. DK JONG. 
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De transcendente fonctten fan complexe c^tallen. 

HOOPDSTUK VI. 
Ae easponenti^eie en Mogarithwnisehe fUneU^t 



^^^^^■^*^^^f^^^^^0^t^^r^f^ 



§ 2S. 
Be ieeh0n$ / «n ^*^— 1 %n den exponent eener maehi. 

109. Waimeer men de reeksen 

• • • • aaaa , aaa , aa , a , 
en ...•«*, o*, a^, a*, 

wier overeenkomstige termen gelijk z^'n, volgens dezelfde wetten 
voortzet, derhalve de eerste door elken verkregen term door a te 
deelen, de tweede door de exponenten met 1 te verminderen, 
dan verkr^gt men 

1111 

a aa acta aaaa 

en o*, «"*. a ^, «""> « ,...• 

Toen voor aaaa het teeken a*, voor a«a het teeken a', enz. 
was ingevoerd, moest Let in alle opzichten wensch'elljk sch^nen 

ook de teekens a®, a ^, enz. in te voeren, om niet telkens ge« 

8 
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noodzaakt te zijn te onderzoeken, of de exponent der verkregen 
macht wel degel^k een absoluut getal, grooter dan 0, was. Big die 
invoenng kon men ecliter (wilde men geene groote verwarring in 
de rekenkunde brengen) aan deze teekens geene andere beteekenis 
geyen dan die, weike door bovenstaande reeksen wordt aangegeven; 

dat is, a" moe^t 1, o"~ moest — , a moest — , enz. yoorstellen 

a aa 

en das in 't algemeen «**"=:— z\jn; omdat alsdan de mach- 

ten met minus-exponenten volkomen dezelfde Yormingswet volgen 
als die met absolute exponenten , zullen de eigensohappen dezer 
laatste yoor de eerste algemeen geldig zjjn. 

Uit deze eenvoudige bescbouwing bl\jkt ten voUe de beteekenis 
van het minus-teeken in den exponent eener macht; terwyl -— » 
een getal n aangeeft, genomen in de riehting tegengesteld aan de 

vooraf als (positieve of) grond-richting vastgestelde , wyst in a""* 
bet minus-teeken op eene hetoerhing tegengesteld aan die, welke 

verricht moet worden om de waarde van a" te bepalen ♦). Scbryft 

men dus, overeenkomstig het gezegcte in "N®. 2, «"♦•• voor a*, dan 

w^st + in «•♦•* op eene vermenigvuldiging , — in a"** op eene 
deeling; beide teekens geven hier derhalve bewerkingen en geene 
richtingen aan. Men spreekt hierbij echter van reeele, en van 
positieve en negatieve exponenten; door deze benamingen wordt 
evenwel het karakter dier exponenten niet uitgedrukt. 

110. Behalve de beide yoorgaande bewerkingen, de vermenig- 
Tuldiging en de deeling, hebben ook de machtsverheffing en de 
worteltrekking invloed op den exponent eener macht; buiten deze 
Tier bewerkingen is echter tot hiertoe in de wiskunde geene 
enkele bewerldng bekend, die aan dien exponent eene verandering 
£ou kunnen teweegbrengen. 

Ten gevolge van het ondergaan van eene dezer bewerkingen 
kunnen de exponenten worden opgeteld, afgetrokken, vermenigyul* 
digd en gedeeld, in een enkel bijzonder geval in zekere macht 

worden verheven (by v. («*)• == «**) ; niaar nooit kan eenige 

*) Overeenkomstig de w\}ze van ontstaan van a^ en a"""" heeft men voor 

de berekening van a" achtereenvolgens te bepalen a^, a , a',.*«*<^*» on 

voor die van a""** «""^» «^*» a""^,....a'**. 

Het eerste vereischt n achtereenvolgeDde vermenigvaldigingen , het laatste 
n deelingen. 
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bekende bewerking eene worteltrekking uit eenigen exponent ver* 
oorzaken. Het voorkom^n van wortelteekens in den exponent eener 
macht kan das niet w^zen op eene hewerhing^ welke die macht 
zon moeten ondergaan , evenais zulks het geval is met de daarin 
Yoorkomende teekens -f- en — . 

ill. Wijjl de teekens -f. en -* in den exponent eener maclit 
op tegengestelde hewerki9igen en niet op tegengestelde richtingen 
wigzen, kunnen zy niet door /O en /if ^ of algemeener door 
/2nx en /{2n -f- 1) «" worden vervangen. Het richtings-teeken / 
sc1i\jnt dus 9 even als Let wortelteekc^n , vreemd te z^n aan den 
exponent; wij moeten derhalve onderzoeken, hoe deze teekens in 
de exponenten kunnen worden ingevoerd, en welke beteekenis a 
posteriori daaraan meet worden geheoht. (Yergelijk: Louw£nbieb« 
t. a. p., p. 28, 86, 135, enz.) 



112. Uit de vergelgkingen 

l/«.l/l3 = l/(tf-fP) 
en o«.w^ = fl«-*-^ 

volgt, dat het eigenaardig karakter eener functie voorgesteld door 
de vergelyking fW^fiP) =/(« + (3) 

zoowel eigen is aan l/» als aan a". Deze overeenkomst in karak- 
ter leidt tot het vermoeden, dat ook 1/ci evenals a* in eene reeks 
kan worden ontwikkeld , die volgens de opklimmende machten van 
» is gerangschikt *). Stelt men daartoe {a als een absoluut getal 
bescbouwd) 

l/a = ^=H.?f+^'+^-^V X76) 

c[an is ook 

1/— «_a P«=l-_-4.-_ __ + ...., (77) 

en dus ook, wyl l/a +1^— xz=:2Co3 »/0 en i/x — 1/ — » = 

= 2 Sin tt/-^ is % 

C««/0=1 + (^V(^+...... . ..(78) 

Bin .fl =i±^^I^+ii^ + (79) 



*) Het is des te meer noodzakclgk , dat men Tooraf bewijze , dat dit ver- 
moeden gegrond is, wgl hier de eigenschappea der exponenten zonder eenige 
beperking op de richtings-eoefficienten worden overgebracht, 

8* 
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Deelt men deze laatste vergeli|jking door « en gaai men alsdan 
over tot de grens « = , dan yerkrJIjgt men 

w 

1 9r 

en dus p zs z-/- ; en na substitntie in de yergeiykingen (76) 
la 2 

tot (79) 



= «-^^ 5 = 1 



«^i {"^y . ('^' 



Cm« = 1+— PJJ-+— J5J-+ (81) 

en 5i'««/. = --H..-_ + i_j-+ (82) 

Vervangt men nu in 1/du « = « ^ *# 7 door a|, dan heeft 

men a ' *=l/±«|to; (88) 

Tennenigyuldigt men verder de overeenkomstige leden der reeksen 

en a« — l ^.—^.L-J^^... , .,. . . , . . (85) 

dan yerkr^gt men 



(86) 



en daar bet tweede lid dezer yergel^king yerkregen wordt door 
in (85) a door « ± ^1/0 ^^ veryangeni stelt men deze definitie 

a«,a ^^ = a ^ ^ (87) 

Sebriyft men nu 00k in den exponent , eyen als in de etelkun- 

dige functien yoor /-> bet teeken + 1/— 1^ dan gaan de boyen* 

2 
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gevonden vergel^kingen over in 

a:t^'=^.«=l/±fljfe,. ..... (88) 

en a^'^^'^-afsatf.a'f --^•«' : .... (89) 

113. Nadat wg aldus hebben nagegaan op welke w^ze het 

richtingsteeken f en het teeken -f- i/" -— L in de exponenten hun^ 
nm worden ingevoerd *), moeten w\j bepalen welken invloed deze 
teekens hebben op de waarde der nitdrnkkingen , waarin z\j aldns 
Toorkomen. Dien invloed kan men gemakkel^k opmaken uit de ver- 
gel^king van (87) met (83)» en van (89) met (88); daaroit toch volgt 



P=«*-*'^?=/-^^^-*' = a«/±«,Za. .(98) 

Hiernit blqkt ^ dai zt^i /^ en ± f/^— l.«| uieU iot de ge» 

2 

talleu'Waarde van P afdoet^ maar alleen aangeeft^ dat die geUUleff 

waarde moet genomm worden in de riehting ± a^la, 

114. Ten einde de verdere beschonwingen zooveel mogelQk te 

vereenvoudigen , vervangen wi|j a door e^ het grondtal van het 

natunrl^ke logarithmen-stelsel , dan wordt ^ = 1 , en dus 



ffTT 



6«^2 = e "sil/tf, (94) 

en e ^ 2=e =ze /±a^. . . . (95) 

Neemt men nn voor a bepaalde waarden» dan verkr^gt men 
de volgende merkwaardige uitkomsten, 



^) In de werkelqkheid is het teeken 4- r— 1 door imbitiintie in de expo- 
nenten ingeToerd. Men merkte namel^jk op , dat van de reeksen voor 

en door de snbttitntie van -♦• ^--I.^ voor p^ de 

eerste identiek werd met de reeks ?oor Co$ga en de laatste, op den faotor 

-f- F— 1.1 na, met de reeks voor Siuqa ; en stelde ten gevolge daarran de 
▼ergel^jkingen op 

^=:Cosq»; .... (90) 

2 

en ... . ■ ■ ■■ = 4- 1^— 1 . 1 .Sin q» ; , ^ (91) 

2 

waarnit ^nmiddell^jk volgde 

^V^*g»—Cosq»±l/^^^.8inq» (92) 

voor eike bepaalde waarde van q en a. 
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<,+ r=n.2*7T — l/2Ait = + 1 (dlto.), 

e-^ ^^.(2*-*-l)ir — 1/(2^ 4. 1)» = _ 1 (^.«,.), 

«"*■ '^•^*"*" ^^"^ = l/(* + i) » = ± ^^=n[. 1 {d.w.), 
ens.; waarin c^.ft^. staat voor direkte waarde, *) 

Voorts volgt 

uit l/^.l/i3=l/(« + p) 

uit l/(»: i/p = i/(« — &) 

uit (l/ay' = l/ap = (I/;?)* 

uit (^/q^dP^/q^ — ^'^^/(St+ii) 

enz., terwijl uit a"*''^"~^'*=E 1/a.la voor a = «9 volgt 

(e^)-^^-^-«— l/«^ = ^-^^^^-«?, .... (96) 
waarin ^ een absoluut getal voorstelt. 

115. Uit het voorgaande volgt, dat + f/^— 1 [of 00k /^- j 

in den exponent eener macht niets is dan een teeken, dat heen- 
wijst op de ricMinffi waarin de absolute waarde dier macht moet 
worden genomen; en niet, zooals de teekens + en — op bewet" 
ktngen^ die met den wortel dier maeht moeten worden uitgevoerd. 
XJit dit verscMl in beteekenis volgt, dat de regels voor de ge- 
wone (z.g. reeele) exponenten niet onvoorwaardelijk op deze com- 
plexe mogen worden toegepast; zoo mag men uit (a^^ = (f^ niet 

besluiten tot(a-^^^*^)^ = a-^-^'^l-Wen tot (a-^^^-^>^^-^ = 
= a— j9^; wijl hierbij geene e^arc analogic bestaat. Het eerste zoude 



*) De aitdrokking 9^"*' wordt dan eens genomen in den tin VAn 

^-♦■^"^•^sr 1^0, dan een8 in dien van tf-»-^— l«l —1^1. Neemt men in 
€^^ -^ en — in den lin van /^Zk-n en ^{2k-^\)Tt, dan wordt #'*'^=s -f-#' 

tn ^""l* =H — , en zgn das 9'^P en #^^ geene absolute getallen meer- 
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eene ware, het laatste eene onware uitkomst geren (de N^. 185), 

daar -f- y — 1. als aanwijzer eener (aiet der) rioMing^ niet in het 
teeken — « of den aanwijxer eener hewerkmg kan overgaan *), tenzij 
men aan dit teeken — > ook in den exponent eene tweede beteekenis 
wilde toekennen (Nos. 2 en 109), hetgeen tot groote verwarring zou 
leiden. W\) zuUen in het vervolg, oyereenkomstig het eigenaardig 
karakter der ezponenten, deze verdeelen in exponeiUen der hewer* 
king en in exponenien dfir ricMing; waarbij w^ met de laatste 

benaming die zullen bedoelen , welke met het teeken ± K'— 1 

of /^ I zijn Yoorzien. De absolute waarde der macht wordt door de 

eerste , de richting, waarin deze absolute waarde moet worden geno- 
men, door de tweede bepaald. De exponenten der bewerking en die 
der riehting z\jn dus ongelijkaooriige grootheden, die niets gemeen 
hebben dan de plaats, die zy innemen; zoodat zij dan ook (zooals wij 
boven reeds opmerkten) niet in elkander kunnen overgaan* Om dan 

ook de beteekenis van de hkomplexe uitdrukking oi'^— ••(±^--l,a) 

te bepalen, moet men nagaan, hoe het tweede teeken ±1/ — 1 
in den exponent is gekomen; hiermede zullen w^ ons in het vol- 
gende Hoofdstuk bezig houden. 



( 



26. 
De 9€eisinnigheid der ewponenU^eie fwmeiiem* 

116. Met het oog op de transcendente en integraal-fiinctien 
moeten wij tbans de bepalingen van de een- en veelzinnigbeid der 
function en van de vertakkingspunten eenigssuns uitbreiden. W\j 
zeggen daartoe : 

Eene functie v):=:f{z) is eenzinnig ^ indien Hj voor elk bepaald 
punt van H vlak d^r z alechts tin bepaald punt van 't vlak der to 
oplevert, 

Eene funeiie lozszf^z) u veelzinniq (jn-zinnig) , indien met een 



*) Op die wijze handelende zoade men bijv. aldas redeneeren : ait 

^,\-'WTt»^r~\,iiit. ^^^^ ^^ «dl-^''~l-«*'^ = *. en dethalve ook, 

daar e'^ -^r=ri,4iTt _^ .^^ t-***'^^ 1, wat klaarblgkelp ▼alach is. (Zie 
LiEBLiiN« Aufgahen aui der algebr. Analysis^ Prag, 1867 , S. 100). 
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hepaald punt van hei vlak der z in H algemeen meer dan 4in (;t) 
punt van H vlak der to overeensfenU, 

Is «?=/(;?) eene eentermige, veelzinnige functie van z, dan is elk 
punt van H vlak der z^ voor hetwelk de n waarden van to hetzelfde 
punt van H vlak der w voorstellen, een vertakkingspunt dier functie, 

Bij eene meertermige , veelzinnige functie zijn de vertakkingspunien 
der enkele termen tevens de vertakking^unten der functie. 

De Yertakkingspunten hebben alleen op de termen en factoren 
betrekking. 

Uit deze bepalingen, waarin de vroeger gegeyene opgesloten s^n, 
volgt 

Is f{z) eene eenzinnige functie van e, dan is ook elke eenzin- 
nige fanctie van f(z) eene eenzinnige functie van z. 

Is f(z) eene eenzinnige functie van z, dan zijn ook /( - ) en •— -r 

\z/ f{z) 

eenzinnige fonctien van z. 

Z\jn 10 en z verbonden door eene stelkundige vergelyking, die 
ten opzichte van to van den p^^ en ten opzicbte van z van den 
^^ graad is , en zijn p en q beide eindige getallen, dan is to eene 
jHsinnige fanctie van z en z eene ^-zinnige functie van to, 

117. Geeft men nu in to z=z e' aan z complexe waarden, en wel 
acbtereenvolgens die, welke door de opeenvolgende punten eener 
willekeurige lyn van bet vlak der z worden aangewezen; dan kan 
voor elk dier punten de waarde van to worden geschreven in den 

vorm » = d^"^ ^-—i.j «» gP^q^ 

Neemt men nu in aanmerking, dat voor een punt van 't vlak 

p j^ 1/ — 1 jT = r Q>« a -f- 1/ — 1 .r . 5it» « =r r/ct is *), dan gaat 

*) Om in de volgende Afdeeliag bg de toepassing van de leer der inte- 
graal-rekening meer onafhankelgk te zijn van den aard der beschoawde 
fonctien. moeten w^ de veelzinnigheid der transcendente fonctien bespreken. 
Id yele opzicbten hebben wij in deze § de gewone w^'ze van besehonwing ge- 
volgd; men meet ecbter bierbij vooral letten op de beteekenit der voorko* 
mende grootbeden: zoo zgn bijv* voor een pant van 't vlak der 9 in 

x;=:p-f. ^— l,q p en q absolute getallen, die de lengten van reobte Ignen 

tangeven, terwijl ^ r-^den loodrechten stand aanwijst; lnip=«*=^^^^'' 
is ecbter p een absolnnt getal , terw\jl -+• V — 1.^ de riebting q aanwgst , 
waarin de absolnte macbt eP moet worden genomen; q stelt daarb^ de lengte 
voor van den boog in stralen nitgedrukt. De scbrijfwijze r^« voor p-h f — 1.^ 
in den exponent it bg de gewijzigde beteekenis van -t- F-^ 1 niet meer t« 
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hierdoor deze waarde van w over in w = e** ^' ^/fr Sin a ; waarin e en 
r rekenkundige getallen voorstellen , en r Sin » aanwijst in welke 

richling de waarde e*" ^' « moet worden genomen. 

Verstaat men onder tt^ = e^W de waarde, die ip verkrijgt, 
Indien de waarde van w^ in w^ z=,f{z) voor een punt z van H 

vlak Vg gesubstitneerd wordt in » = «•'« (vergel^jk hiermedc 
N^. 135) , dan kan , bl^kens het gezegde in § 13 en in Hoofd- 

stuk V, voor elke waarde van z^ de waarde van «? = c^**) worden 

teruggebraclit tot den vorm wz=z^/'^^ dlit is tot w=z^^^^/r Sinet. 
118. Laat men nu z twee verscbillende wegen van P^ naar 
Pj doorloopen, en is langs den eenen weg voor P^^ f(z):=zr/ai 
en langs den anderen weg f{z)^=zr/{a -f war), waarin m elke 
gelieele of gebrokene (ook nul-) waarde kan hebben ({ 21); dan is 

in tt? = e^^*^ voor den eersten weg voor Pj, w-nz^^^ ^/r Sin m 

en voor den tweeden weg «? = ^ ^ (* "^ ^''^) fr Sin (a 4- mw) ; 
betzelfde geldt voor het geval, dat P^ en P| samenvallen en das 
z eene gesloten li|jn doorloopt (§22), zoodat 

w = e-^^'' en to=:zf(z) 
gelijktijdig e^zinnige en veelzinmge foictien zijn van z. Zoo is 

B*^ '-^P eene veelzinnige, e " =zj^€^'^P eene eenzinnige funetie 
van z» 

Daar voorts a/W = G^)/W =«/(«)• ^ is (zie form. (96)), 
heeft men dus deze stelling. 

Is de exponent van de macM van een ahaoluut getal a eene funetie 
van eene complete veranderl^ke z, dan is deze macht eenzinnig of 



«• »» 



yerdedigen. Keert men terug tot de reeks e* =-♦- l-H»-*-i-^ -^ VT^**"**** 

die voor de invoering van -h y — 1 in den exponent heeft gediend , en alt 
Tolkomen algemeen geldend wordt aangemerkt^ en geeft men daarin aan i 

de waarde r/a =sp 4- T-^^T.^ydan TerkHJigt men e ^ as-t-l-^-r/'a-hrr-j^Za-h 

-^ -^3a4...,, De sommatie van het twecde lid dezer vergelyking geeft 

een complexe getal, wetks modulus door het absolute getal ^s=/^^^ en 

welks amplitude door q-^r Sin a wordt aangewesen , zoodat e^r^ en 

^"^ '^'--K*t beide moeten beschouwd worden alt tymbolen , die de genoemde 
reeks vervangen en waaraan dus de waarde e'^^q moet worden toegekend. 
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veelzinnig^ naargelang die exponent zelve eene eenzinnige of veelzinnige 
functie u van z. 

Voor eene meertermige ezponentieele fanctie van z gelden de 
beschouwingen van § 23 , en hangt dus de een- of veelzinnigheid 
del fimctie af van die der afzonderliijke termen. 

Komt eene meertermige exponenti^ele fanctie van z onder een 
wortelteeken voor* dan is deze daarom nog niet veelzinnig. Zoo 

is «? = 'iye^^ -H q eene eenzinnige functie van z^ wijl voor 

^ = r^(« 4- 2^«') , y C'o* (« -i- 2^) = m en r 5m (<» 4- 2^3r) =r /t« , 

steeds w=L'iy\e^^fpyt,-\'^ is, en dus met een punt van 't vlak 
der z sleckts een enkel punt van 't vlak der w overeenstemt. 

Voor de gemengde functie w =r |?y(;?)e''^^\ waarin 2^(;5) eene 
eenzinnige stelkundige functie van z voorstelt, kan men schr^ven. 

£(f) 

a * \yf[z)t zoodat de factor -^e^^*^ geen invloed uitoefent op 
de veelzinnigheid der functie. 



§ 27. 
He iogarithn^en van de eompieme geiaiien, 

119. Door de logarithme van een getal verstaat men den expo- 
nent van de macht, waartpe een standvastig, aholuut getal *) moet 
worden verb even om het eerste getal op te leveren. 

In verband met bet voorgaande volgt uit deze bepaling, dat de 
logaritbme van eenig absoluut getal wordt voorgesteld door den 
exponent der bewerking, dat is door een absoluut getal, waarbij 
het teeken — kan voorkomen om aan te wyzen, dat het oorspron- 
kelijke getal de noemer is eener breuk, wier teller 1 is; in de 
logarithme van een complexe getal komt behalve deze exponent 
der bewerking ook nog de exponent der richting voor. Is byv. 

r = cP , dan is r/» = J^ /at zzze^"^ F--T.cc ^^ ^^g ^^ natuur- 
lijke logarithme door I voorstellende , Ir :=: p, en I (r/a) = ^ -+- 



*) Door sommige wiskandigen wordt het grondtal van een logarithmen- 

steUel als een poiitief getal beschoawd; ait {+a)*=s {a^2kit}i^ =ia*^2iu'K 
volgt, dat alsdan alleen Jk =r0 , en dus de direkte waarde van -f-^* dat *a 
4 ifO kan wordea genomen. Bij die beschonwing kan echter van logarithmeo 

van absolute getallen geen sprake zijn (zie N^b. 2S en 26). 
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4- |/-^ 1 . « = /r 4* |/ — 1 .a ; evenzoo is r^a = a^ ** en 

dus in het a-tallig logarithmen-stelsel %« {r/x)z:z --.-j-|/_i,--.:=r 

Hiemit blijkti dat de logarithme van een eomplexe getal nieU 
andera is dan de logarithme van den modulus , ah adsoluut getal 
beackouwd, met hijvoeging ecMer van den exponent der ricJiting ^ dat 
is van een term, die direkt of indirekt de richting aanwijjst, 
waarin die modulus, eomplexe genomen, voorkomt. Dese laatste 
term lieeft dus geen invloed op de getallenwaarde van de loga- 
rithme, evenmin als op de boegrootlieid van de getallenwaarde 
van een vorm, waarin bewerkingen met eomplexe getallen voorko- 
men. Om de waarde van zulk een vorm te vinden kan men dan 
ook van de logaritbmen gebruik maken, even als of men alleen 
met absolute getallen te doen heeft, mits men de richting bepale, 
waarin men de verkregen absolute uitkomst moet nemen. 

]20. De overeenkomst in vorm van »a-|-|^— 1^ met/?+^^— l.j 

in l(m'^l/^:^.n)=:p^l/^^.q (97) 

geeft aanleiding tot de schrijfwiijze 

I (i/m*^n*/Bg Tg -^ = l^p^T^/Bg Tg^ ; 
\ »»/ p 

uit de voorgaande beschouwing blijkt onmiddellijk , dat bij deze 

schr^'fwijze de beteekenis van het teeken -j- |/— 1 in de loga- 
rithme wordt uit het oog verloren. Terwijl in (97) m en n gelijk- 
soortige (absolute) getallen voorstellen, zijn p en q ongelijksoortig, 
daar q de lengte (in stralen) aangeeft van den boog, welke de 
richting bepaalt. Van p en q geldt klaarblijkelijk hetzelfde, wat 
in N^. 116 van de exponenten der bewerking en die der richting 
gezegd is, zoodat de tweede term van de logarithme van een eom- 
plexe getal nimmer in den eersten kan overgaan *) Om nu by 

de overeenkomst in vorm van m -i- j/ — i.n en p + |/— l.q in 



*) Men vindt bijv. ten onreehte 
en hieruit — S]^^.;(4. /'^ITi.i) sss tr. Zi« N«.185, formale (109). 
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(97) het verschil in beteekenis van -+- ^— 1 beter in *t oog to 
kunnen houden, zullen wg hier schryven (Louwewbibb t. a. p. 

schrijft p -h/q) l{m + l^—l* «) = p/f ; 

en dus ook I {r/a) = {lr)/(t en logJjf») =z (log/)/- *). 

la 

121. Nu volgt nit r/ct = g'''"*- ^^^.« en r,/'*^^ ^^ •4-F-=r,«t 

en r/a : r^/a^ = c^' "~ ''"» "^ ^^. (« - «,); 

derhalve ook I {rf^.r^ftt^) = (/r -f- ^r,) / (« 4- «,) 
en ^(^/«:^,/«i) = (^r-.Zr,)/(»-.«,). 

verder, voor eene absolnte waarde van /?, 

(r/a)? = ^l^ -*- ^^=^ •/»« , of 

l{r/ot) ='{plr)/pot , enz. , 
waarnit blijkt, dat de richting^-^mnwijzerB aan dezelfde bewerkingen 
moeten warden onderworpen als de logarithmen zelte. 

122. Neemt men nu ook de indirekte richtingen in aanmer- 
king , dan volgt nit 

4-a = fl/0, =a/2jr, = , =fl/2»ar, 

indien la , a absoluut genomen , gelyk is aan p , 

l(+a)=p/0, =/?/25r, =...., =-jp/2«sr. 

Deze verschillende uitdrukkingen voor /(+ a) bebben geleid tot 

de stelling, dat elk positief getal oneindig vele logarithmen heeft**); 

deze stelling geldt ecbter slecbts in een zeer beperkten zin, welke 

verscbilt van dien , waarin 4- « zelve oneindig vele waarden heeft. 

Evenzoo is 

li~a) = p/T, =/?/3t, =1.,.., = /?/(2^ H- l>r , 
li-^ l/=l. a) =p/I, p/^^ = =^/(2* + i>r, 

_ 3jr 7ir 

l{-iy-l.a)=zp/-, p/^, =..,., =V(2*+i>r, 

K-M) = 0/0. =0/25r, =...., =iO/2^ir, enz. 
en in 't algemeen 

*) Deae schrijfw^'ze komt voor de nataarlyke logarithmen gekeel overeea 
met die, welke men in de lagere wiskunde volgt, wonneer men de logarithme 
van een negatief getal moet nemen. Men schryft alsdan: %io(--2)=0.30103( — ), 

**) De schrgfwyze /(-h«) =s la ^ f^^l.2nic moeat Eulkr voeren tot de 
stelling , dat van al deze logarithmen slechts ^^ne bestaanbaar is , die nam*- 
lyk vooT « = 0. (M4mo%re9 de VAead. de Berlin . Ao. 1749). 
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l{m + t/—l.n)=:z[il{m* + u*y]/(,BffTffl+&w). . . (98) 

voor elke geheele waarde van k. 

Is de wording, het ontstaan van een oomplexe getal bekend, 
dan heeft zulk een getal , ook wat den vorm betreft , slechts 
eene natuurl^jke logarithme, die yan den modulus, waarb^j de 
amplitude van bet oomplexe getal voorkomt om aan te geven, 
welke ricbting daarbij als die van bet oorspronkeligk getal moot 
worden in aobt genomen. Hetzelfde geldt met inacbtneming van 

%• (^/*) = (%«0/r ^^^^ ®^^ willekeurig logaritbmenstelsel ; 

vooral bier komt bet eigenaardig karakter en de voordeelen van 
bet natuurlijk stelsel sterk uit. 



$ 28. 
De fDeeizinmighHd der iogarithmiaehe funetien, 

128. Breidt men de bescbouwing van { 26 uit (waarb^ men, 
evenmin als toen , de geTqjzigde beteekenis van + 1/"^ 1 ^"^ den 
exponent in bet oog boudt), dan komt men tot de vraag: |,welke 
punten in bet vlak V,p moeten door to worden voorgesteld, opdat 

aan de vergelyking e^ z=.J(z) of, wat op betzelfde neerkomt, aan 
u>:=ilf(js) worde voldaan, indien bierin door z een punt P van 
bet vlak V, wordt aangewezen?" Men verkrygt alsdan voor elke 
indirekte waarde van bet punt P een ander punt van 't vlak V,^, 

wyl voor f{z)z=irfoL de waarde van w door bet punt Ir+i/^ — l.tt 
wordt aangeduid. B^ deze bescbouwing moot dus Ifisf) steeds 
als eene oneindig veelzinnige functie van z worden aangemerkt *) , 
en moeten de waarden van z^ voor welke /(0) nul of oneindig 
groot wordt, ab vertakkingspunten worden bescbouwd. Zoo z^'n 
nu in IP = log^ (^ H- i') > zzzz-^p en ^ = oo vertakkingspunten ; 



*) Ten oniechte worden alle logarithmen oneindig veelzionig genoemd, 
want vooreerst bebben alleen absolute getallen in den eigenlgken zin eene 
logarithme, en ten tweede zijn ook in algemeenen zin de logaritbmen van de 
compile getallen absolute getallen , waarbij alleen de ricbting van bet oor* 
iprontelyke getal wordt opgegeven. BQ de logaritbmen kan daarom eigen- 
lijk ran geene een* of veelzinnigbeid sprake zyn, evenmin als van grapbisebe 
voontelling. Men kan slecbts spreken van logaritbmen van eenzinnige en van 
veelzinnige fnnotien, of ook van eenzinnige en veelzinnige fanctien van loga- 

rithmen ; zoo is bqv. w =s |J^-*-/oy^f eene <i-zinnige functie van k. 
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doorloopt t eene l^n, die door een dezer punten gaat^ dan zullen 
de oneindig vele in 't vlak V,^ hiermede overeenkomende l^nen 
alien het punt wzzioo gemeen hebben, dat voor al die lynen met 
dat punt j? = — /? of /j=soo van V, overeenkomt *). 



124. De Yoorgaande bescbouwingen steunen op het in de toe- 
passing zoo vrucbtbare beginsel om in de wiskunde onderscbeid tc 
maken tusscben de direkte, de indirekte en de werkel\jke ricbting 
yan eene in een plat vlak gelegen l\jn ten opzicbte van eene in 
datzelfde vlak gelegen as (zie § 4). De eer van de invoering van 
dit beginsel komt geheel toe aan den Heer G, C. Louweiteieb , 
die in z^'n v^erk, in { 5 vermeld, Thiorie comij^te , enz.| bet eerst 
getracht beeft dit beginsel in toepassing te brengen^ In dat werk 
wordt ook bet eerst bet teeken f in den in N^. 6 aangegeyen 
zin gebezigd. Ook de bier gevolgde w^ze van bebandeling Tan 
de veelzinnigbeid der functie ^{z + p) (zie { 18, "N®. 77 en 78) 
werd bet eerst door genoemden Heer aangegeven. 



HOOFDSTUK VII. 
De cownpleace richtingen. 



J 29. 
BeieeheniB der eomplexe riehUmgen. 

125. Substitueert men in de formulen, die voorkomen in 

N®. 113 Noot, ± |/ — I voor q^ dan verkrygt men 



*) De in de verdere wiskandige betcboawingen dikwgU voorkomende 
formulen Z(|/l— «• + y — 1.*) i= y^^lnBg Sinx^ 
l[x+ yx^ — 1) = y^^^.Bg Co8X^ 

enc.9 welke onmiddeliyk volgen ait de ideniieke vergelykingen 
yTZI^+ l/'tZT.ar = \/Bg Tg ^^ = l/SgSinx, voor x Q^ 
Co9(P + y^i.Sin(P=2l/^ , voor Cos(pz=:x^ 

gelden alleen voor zoorer men de verscbillende beteekenissen van 4- 7d 
in de beide leden in het oog hondt. 
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= ^o>(±i^— !•*) (^) •) 

= + K^^^.5^»(±K^^.«), (100) 

en 

of volgens de vastgestelde schrfllwijze , 

e+^^.f±^^.«)=:l/(±^;ZrT.«). . . . (101) 

Op deze w\jze is het tweede teeken +|/'^n[ door whUhUieixi 
de exponenten en tegetjjkeriyd in de goniometrische functien inge- 
Toerd. Het komt er nu op aan il posteriori te bepalen, wat men 

onder de complexe nchtingen db 1^—^ • « Hioet verstaan. Het is 

echter niet mogelflk aan Boog (+ 1/— 1. «) in het platte vlak 
eenige beteekenis toe te kennen; (Matzka, t. a. p. § 124) men 
moet daartoe gebruik maken van fignren in de ruimte. 

126. Neemt men een bepaald, onbegrensd vlak Y aan als vlak 
van teekening, en bierin eene bepaalde l\)n OX als as, met bet 
punt als punt van uitgang (oorsprong); dan wordt ^ZOP (Fig. 2) 
als positief, en l^XOP^ als negatief bescbouwd, indien OP en OP^ 
aan weersz^*den van OX in het vlak Y 7\jn gelegen ($ 8). Is 
L^OP ziz — UXOP^ -= » , dan zal LXOP door de wenteling 
van OP om OX in LXOP^^ overgaan, wanneer het punt P by die 
wenteling een halven cirkel , dus een boog sr heeft doorloopen. 
Geeft men dit laatste aan door de schryfwyze f^is^ dan is 

127. Beschryft by die wenteling het punt P in positieven zin 
een boog a, en wordt deze nieuwe stand van OP voorgesteld door 
OA^ dan is UX0Az=.aff9L\ a is nu hierb^ de standhoek van 
den tweevlakkigen hoek> dien het vlak, door OX en OA gebracht 
met het vlak Y maakt , genomen in den zin der wenteling. Door- 
loopt OP een geheelen cirkel 1, 2,, •••^-maal* dan is zQ telkens 
weder in OP aangekomen, zoodat de richting van OP ten opzichte 
van die van OX zoowel door «^^2ir , «^^4ir,....«^^2/tT,.... 

*) In rerband met formale (101) volgt hiernit 

!/(+ y—^'^ + l/(— K^^^.«) = 209* (-H i/^^l .«) , 
hetgeen met formnle (8) overeeastemt. 
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als door a//0 wordt aangegeyen ; evenzoo wordt de richting ?an 
0P| niet fdleen door Okffis^ maar ook door a/fZw^ af/Sw^.^* 
a//{2k '^l)7F ,. .• . i en de richting yan OJ niet alleen door 
ei//9k , maar ook door ^//{a db 2*), »//{^ ± *») , . . . • 
tt//{jBk jt 2kw) ,. . . . aangewezen. Men heeft derhalve ook hierby 
de onderscheiding te maken in direkte, indirehte en werkeUjke rick- 
ting (zie \ 4). Bovendien moeten w^ hier opmerken, dat de 
reeele (positieve en negatieve) ricbtingen evenzoo in de meer alge* 
meene eomplexe ricbting f*//^ z^n opgesloten als de reeele getal- 
len in bet eomplexe getal a/ot, 

128. Op dezelfde wijze als in f 8 elk pnnt a^oi van een plat 
ylak de waarde eener boeveelbeid moest voorstellen, kan ook elke 
ricbting als de voorstelling van de waarde eener boeveelbeid wor- 
den bescbonwd, Maar ook kan men> even als men a/^t aangeeft 
door een putU (eigenl^k door de ligging van dat pnnt ten opdcbte 
van een vast punt 0} in een plat vlak, de eomplexe ricbting 
ot//ek door een punt aangeven ; en wel door bet pnnt , waarin 
deze ricbting een bol sn^'dt, die met een willekeurigen straalyOm 
den oorsprong als middelpnnt» is bescbreven. Neemt men in 
dezen bol bet vlak V, dat den oorsprong bevat, als vast vlak, 
en daarin een straal OX als as aan ; dan is elk punt P van dien 
bol ondubbelzinnig bepaald door de coordinaten as en a , waarvan 
Oft de ricbting aangeeft van OF ten opzicbte van OX^ genomen 
in bet vlak, dat door OP en OX kan gebracbt worden, en m de 
standboek aanw\jst van den tweevlakkigen book, dien dit vbik 
maakt met bet vaste vlak Y. Het punt P wordt evenals de ricb« 
ting OP door tt//^ aangeduid, 

129. Men kan ecbter ook, bebalve bet vaste vlak V, een 
tweede vlak W aannemen , dat V volgens OX loodrecbt sny dt , 
of, wat op betzelfde neerkomt, de bogen der groote cirkels volgens 
welke deze vlakken V en W den bol snyden. Bepaalt men nu 
bet punt P door de bogen p en. q ^ die van deze groote cirkels , 
van bet snijpunt van OX met den bol af gemeten, worden a^ge- 
sneden door de groote cirkels, die door P gaan en loodrecbt 
op de vorige staan *), dan wordt P ook aangewezen door 

P//0 4- q// 1. 

180. Al de bescbouwingen van de vorige Afdeelingen kunnen 



*) Deze bepaling Tan eene richting yindt men in de sterrenkimde toegeput. 
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nu met deze gewiyzigde beteekenis van ^ , a , j? en ^ op de com- 
plexe ricbtingen worden loegepast, mits daartoe de definities van 
Hoofdstuk II worden uitgebreid; die beschouwingen worden echter 
in zoover meer ingewikkeld als overal, waar vroeger van de vlakke 
driehoeksmeting werd gebruik gemaakt , thans de bolvormige drie- 

hoeksmeting moet worden toegepast. Zoo duidt by v. +i/'-^l\a 
aan , dat de ricbting , die een boek a maakt met die van OXy 
moet worden genomen in bet vlak W, dat door OX gaat en lood- 
recbt op bet vlak Y staat; zoodat men beeft 

3gr 

en — |/— 1 . a = o^/Z^-jr {d,w.). 

2 

Men kan dus ook nu voor de bovengevonden uitdrukking 

p//0 + q// ^ scbryven +p + \/ — 1. j. Wil men nu deze 

2 

tweetermige uitdrukking berleiden tot de eentermige o^/^wk^ dan 

moet bierin a een absoluut getal voorstellen , dat de grootte aan- 

geeft van de zyde van een' bolvormigen drieboek , waarvan p en 

q de andere zyden zijn , die een recbten boek insluiten , terwyl 

a de boek is^ die door de zyden a en jp wordt ingesdoten. Men 

vindt daardoor 

-M? + y—l. q=[Bff Co8{Co8p.Co3 qy}//[Bp TgiJgq.CoBecp)'] ;{102) 
en omgekeerd 

a//wk=- + Bg Tg(Tga.Co89k)+ i7—i.Bg Sm{SincL.8inm).{lOZ). 

(Vergelyk biermede den overgang van +P'\-\/ — i.q tot a/oL in 
§ 12). Stelt dus z eene bepaalde complexe ricbting (ricbting in 
de ruimte) a,//wk voor , dan kan , boe ingewikkeld de berekenin- 
gen ook mogen worden , f{z) steeds tot den vorm ^//f worden 
berleid. (Yergelyk § 13.) 



131. Om nu aan e^ ^^-^-C-h ''^^•«) zz: l/(+ |X— l.a) eene 
meetkundige beteekenis te verbioden, moet men aldus redeneeren. 

Foor l/(+ y—l.oL) kan men schrijven 1/ (»//^)$ zoodat 

l^(-f> 1/^-^ i.a) een punt P in de ruimte vooretelt ^ dat gelegen ie 
in hei vlak 7F^ dat door OX gaat en loodrecht itaat op het vlak V\ 
zoodanig dat OP ziz I en l^XOF = a m. 

9 
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In er*- ^— !•(■♦• '^—l.a) hceft derhalve het eerste +1/'— 1 bc- 
trekking op den hoek, dien OP Tormt met de l^n OX; en hex 

tweede + p/" — I op den standhoek ran den tweevlakkigen hoek, 
dien het ^ak yan den hoek XOF maakt met het ylak Y; zoodat 

men mei kan schrijyen e'*'^^^'^'^ ^'^^'^)=ze^\ Bijgerolg kun- 
nen de veigel^kingen (99) en (100) ook niet geschreyen wor- 
den in dea yonn 

i (e"" * + <?*) = Cb* (4- l^^—l .«) 

en i («""*—«*) = 4- f/^. Sill (4- fX^^.a). 

(Men neemt ten onrechte (zie ook N®. 115) yoor yerdeie con* 
seqaente analytische beschouwingen deze laatste yergel^kingen als 

bepalingen aan yan Ca»(+ f/' — l.a) en Sim (+ y^ — l,a\ zonder 
zich om de graphische yoorstellingen der daardoor yerkregen oit- 
komsten te bekrennen). 

Is yoorts ef =r r , dan yindt men 

^+j>=t.i^f=i,a)^^^^^^^y . . . (104) 

waaryan de beteekenis onmiddellijk uit het boyengexegde yolgt* 
De gewone complexe getallen r/fa =:i r^{a^JI2iw) zijn een bQ- 
sonder geyal yan de meer algemeene bi'complexe getallen Tf{af^m^ 

Wat yoorts de beteekenis yan a"*" ^"" *•(— '^^ !•«) betreft, deze 
kan op de yolgende w\jze nit het yoorgaande woiden afgeleid. 

2 

Substitneert men in form* (92) o^ yoor e en yeryolgens ± f/'— >! 
yoor 1^^ dan yerkrygt men 

a'*"''^^t2:^'^-«)=l/(±|/in:.a2a),. . (106) 
waarnit die beteekenis onmiddell^'k yolgt. 

132. De yergel^'kingen (99) en (300) kunnen zel& yoor eene 
bepaalde waarde yan a niek leeren aangaande de waarde yan 

Cm(±I^— l-«) en iSai (±|/— l.a), eyenmin de yergel^kingen 
(90) en (91) aangaande de waarde yan Cotqa. en SirnqoL, In elk 
dier yergel^kingen stelt ieder lid dezelfde zaak yoor, die op twee 
yerschillende w^'ien wordt nitgedrukt (rie bijy. N*. 125 Noot); 
het zQn derhalye identieke yergel^kingen. Uit deze knnnen nu 
andere idaUieke yeigel\ikingen worden afgeleid op de wyze, zooals 
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zulks in de Analysis voor 2^ (a 4- V — 1 .jS), BgSin{p + f/' — 1 .y), 
enz. gescliiedt. 



133. Het valt nu gemakkelijk de beteekenis van Sin z^ Cos gp 
enz. te bepalen , waarin z staat voor de complexe richting a/f^sk. 
Wordt namelyk de richting oL//a door OJt aangewezen, en is 
OX de s&\ beschrigft men alsdan om als middelpunt met de 
eenheid als straal een M *), en laat men uit het snijpunt P yan 
Oj^ met het oppervlak van den bol eene loodlijn FQ neer op de 
as OX, die deze as in Q snijdt; dan is (OQ staat hier voor 
de lengte van OQ) OQ = Cos z, Trekt men verder in het vlak 
van LXOX een straal OB loodrecht op OX en door P eene lijn 
evenwijdig aan OX, die dezen straal of z^n verlengde in "R sniydt, 
dan is OU = Sin z ; trekt men door het sn\jpunt S van OX met 
het oppervlak van den bol in het vlak van iJiOA eene raakl^'n 
aan den bol, die OA of haar verlengde in T snijdt, dan is OTzzl 
zzzSecz en ST=z Tff z; trekt men eindelijk door het snypunt D 
van OB met het oppervlak van den bol eene raaklijn aan den bol 
in het vlak van /. XOA, die OA of haar verlengde in M snijdt , 
dan is OM = Cosec z en UM = Clff z. Stelt nu O eene dezer 
goniometrische verhoudingen voor, dan geldt voor alle de vergelg- 
king G (ol/Zb) = ( GoL)//wk , 

waaruit deze stelling volgt. Beschrijft men om OX als as, met 
tot top een' cirkelvormigen kegel, dan zyn de goniometrische ver- 
houdingen van de richtingen, door de beschrgvende lijnen van den 
kegel aangewezen , even groot ; bij elk dier verhoudingen moet 
echter de grootte worden opgegeven van den standhoek, dien het 
vaste vlak V maakt met het vlak , dat door OX en de beschry- 
vende lijn in questie kan worden gebracht. 

134. De grondformulen der goniometrie 

Sin (p + gr) z= Sinp.Cos q 4- Sin q. Cos p , enz. 
(en dus ook al de daaruit afgeleide formulen) blijven nu gelden 
voor zoover de hoeken j? en ^ in hetzelfde vlak liggen en dus 
voorkomen in den vorm a^^a en ^ff^ ; voor zoover zulks niet 
het geval is , kan de waarde van Sin (p -+- ^) , enz. slechts door 
toepassing van bolvormige driehoeksmeting uit die van Sinp en 
Sinq worden afgeleid. 



*) De naam Tan eirculaire fanctien kan hier door ^o^fanctiSa vervangen 
worden . 
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Daar voorts Cosss de eenige der bovengenoemde goniometrisclie 
yerhoudingen is, die tevens in hct vaste vlak V, derhal^e op de as 
OX gemeten wordt, is zij de eenige dezer verhoudingen, voor welke 
de vermelding van //^ niets tot de zaak afdoet ; of, zooals men 
gewoonlijk niet zeer juist zegt, „die eene re^ele waarde heeft." 

135. Eindelijk moeten wij nog de beteekenis opaporen van 

{rfcCff^, Zy daartoe rr=: c*, dan isr^a^rc***"'^^^**; is yerder 
hf^ = f» + ^— l.», dan wordt 

Door toepassing van bet gezegde in N®. 180 moet nu de waarde 

der ricbting a»j -f. a» + ^/ — l.an worden bepaald. Door substi* 
tutie in form. (102) verkrijgt men hiervoor 

[JBff Cos (Cos {am + an),Cos oi-n)]/ /[Bg lg{Tg an.Cosec (ai» + an))], 
en dus 

(r/a)*//3 = yw/ { [Bg Cos (Cos {oim + an). Cos «»)]// 

/ /[Bg Tg {Tg an.Cosec (xm + an))]] . . .' . (106) 
Voor i« r= gaat deze formule over in 



1/ {[Bg Cos {Cos an. Cos oLn)]f/[Bg Tg{Tg atn.Cosec an)'\) ; . (107) 
en voor r = 1 , en dus a = , in 

G"^'^'«)+^^"* = l/(«»//|)(^.«^.), . . (108) 
waaruit weder voor » =r 1 en « = - volgt 

(+^x:ia.i)-*-^~i"i = i/(|//0(^.e.o.. . (109) 

Eindelyk volgt uit (107) voor a =: 1 en a = 2h7t 

= 1/ { [% Cos{Cos n.Cos 2knn)]/ /[BgTg {Tg2Jcn9t.Cosec «)]}; (110) 
en dus alleen voor bet geval, dat n een gebeel getal of ^=rO is, 

(+g)+^'=^.»=l/(«//0)=:^^^^l-». ^ ^ ^m) 

Even als + K— 1. 1 als de complexe eenheii wordt aangemerkt, 

kan ook (+ [/— 1.1)"*" ^•^•1 als de hkompUxe eenkeid worden 
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beschouwd. Elk punt P in de ruimte kan worden voorgesteld 
door de oitdrukking 

waarvoor men kan schr^jyen 

waarin a, b en c de rechtlioekige coordinaten van P voorstellen. 
Stelt men dit punt P voor door r^(a^^»)> dan zyn r, a en a 
zijjne poolcoordinaten , zoodat de overgang van de eene uitdruk- 
king tot de andere door toepassing van de gewone formulen uit 
de analytisclie mcetkunde kan geschieden. Voor c = en dus ook 
a = of sr yerkrijgt men als een bgzonder geval de bescliouwing 
van { 12. 

§ 80. 

De €eel&inni§heid der funeiien^ waarin eompiegee 

rtchUngen fpoorkomen* 

136. Neemt men twee willekeurige boUen, en in elk dezer een 
vast vlak Y en een bepaalden straal OX in dit vlak tot as; is 
voorts g eene veranderli|jke complexe ricbtingy die door de punten 
van eene willekeurige lyn op het oppervlak van den eenen bol, 
den bol der z (B«) wordt aangewezen; dan zullen, indien to en g 
verbonden zijn door de vergelijking w=/(;5), de richtingen to 
die met de achtereenvolgende richtingen is overeenkomen ^ op den 
anderen bol, den bol der io (Bi,) door de punten van een of meer 
liynen worden aangegeven. Men meet dus ook Merby de onder- 
scheiding maken in eenzinnige en veelzinnige functien van Zy terwyl 
die richtingen van z, voor welke twee of meer punten op den bol 
B|p samenvaUen, als verlakHngs-richtingen moeten worden beschouwd; 

zoo zyn in wzn t/ i- z-^z — p^ en ;? = — /?j vertakkings- 

richtingen. 

De beschouwingen van § 20 en volg. gelden ook thans, indien 
zij op de bollen B, en B^ worden overgebracht. De stelling voor- 
komende in N^. 80 moet alsdan dienovereenkomstig worden gewy- 
zigd. 

137. Terwijl Binz^ Cos z ^ enz. slechts eene enkele waarde heb- 
ben, worden aan Boog Sinz^ Boog CoaZt enz. oneiiidig vele waar- 
den toegeschreven. 



1 
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B^ de bepaling van wzizBg Sin z , enz. voor eene bepaalde 
waarde van z kan men twee zeer verschillende zaken op het oog 
hebben , en wel 1®. de rich ting tr, voor welke de Sinus gelijk is 
aan z^ of 2^. de lengte van den boog, wiens Sinus gel^k is aan z, 

Laat in 't eerste geval p een boog (eigeDl\jk eene richting) in 
*t platte vlak voorstellen en is 

Boop Sin z =zp, 
dan is wel is waar ook 

Boop Sin j? 1= Jsr ip (Jjr — /?) zt 2^ , 
maar al deze waarden stellen slechts twee onderscbeiden richtin- 
gen voor, waarvan de direkte waarden door p en w — p worden 
aangegeven, Hetzelfde is bet geval met de richtingen in de mimte; 
is Sin {o^ff^) := z , dan is ook 

Sin [(It if (i;r — «) ± Ih^) //(a ± 2^,t)] = z . 
maar ook nu stelt 

f JT T (JT — a) ± 2^t) //(a ± 2^,t) 
slechts twee I verschillende richtingen voor, wier direkte waarde 
door oLf fwk en (ar — °^)//^ word en aangegeven. Neemt men nn 
in aanmerking wat in de vorige § aangaande de complexe richtin- 
gen gezegd is, dan kan men in dozen zin Boog Sim ^ Boog Cos s, 

enz. evenmin oneindig veelzinnig noemen uls + ^ i — « , •♦• |^ — 1 * 

en — y — l.a. 

Vraagt men echter in w = Boog Sin z , enz. naar de lengte van 
den boog, wiens Sinus gelijk z is, dan verkrygt men voor w twee 
stellen van oneindig vele waarden en moot derhalve Boog Sin ^, 
enz. als eene oneindig veelzinnige functie van z worden beschonwd. 

138. Het weinige , dat bier van de complexe richtingen gezegd 
is, is voldoende om aan te wijzen, welke beteekenis er aan meet 
worden toegekend in de verschillende function , waarin zy voor- 
komen. In de volgende beschouwingen is dan ook de onderschei- 
ding in stelkundige en transcendente function onnoodig, zoodat 
w\j slechts van eenzinnige en meerzinnige function zuUen spreken. 

[Wordi vervolgd) 
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m. TOBPASSINGEN 7AN DE THEORIE DEE 
QUATERNIONEN OP DE MEETKUNDB. 

a. Boi€ormige drtehoeksmeting* 

§ 101. Met beliulp yan de meetkimdige voorstelling der gewone 
complexe getallen kan men uit een enkele identiteit de geheele 
vlakke driehoeksmeting afleiden. 

Op overeenkomstige w^ze kan men nit een enkele identiteit de 
formules der splierische trigonometrie afleiden. Daartoe veronder- 
stellen w\j , dat J , B en C punten van een bol z^n, die tot 
middelpnnt heeft. Men heeft dan 

qc_oc OB 

0A~ OB' OA^ 
Volgens { 50 heeft men OC\OA= Cos CA 4- Sin CA. OB' , 
waarin OB' een eenheidsvector is , terwyl B' de pool van AC is. 
Volgens § 50 is ook 

OCiOB=z Co8 BC -h Sin BC . OA^ , 
OB I OA = Cos AB 4- Sin AB. OC^ ; 
waarin A^ en C^ respectieyelijk de polen z^n yan BC en AB. 
Zy nu B^ het tegenpunt van B' , dan is J5| de pool van CA en 
men heeft OB' =: — OB^. Driehoek A^B^C^^ is dan de pooldrie- 
hoek van ABC, Stellen wy verder BC = ay CA^zb, AB=zCf 
dan is OC i OA = Coab-^ Sinb.OB^, 

OC :0B z=. Cos a •{- Sin a. OA^ , 
OB: 0A= Cos c + SincOC^. 



• 
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Stelt men deze waarden voor OC : OA enz, in de vergel^jking 

PC _ PC PB 

PA~OB' PA' 
dan yerkr^'gt men 

Coth-^ ainh.PB^ — {Cos a -i- Sina. PA^) (Cos c + Sin c. OC^) , 

of Cosh'^Sinh.PB^ = Cosa.Cosc+Stna.Sine.PA^.PC^-^' 

H- Cos a. Sin c, PC^ + Sin a.Cos e,PA^. 

Hierin is PA^ . OC4 = — PA^ : 00, (zie § 50) , 
of OA^ .PC^^-^i Cos C^A^ -h Sin 0, 4^ , PB) , 

of PA^.PCi = CosB — SinB.PB. 

Substitueert men deze waarde voor PA^.PC^ in de voorgaande 
yergelijking , dan verkrijgt men 

Cos h — Sin 6 , Oi?| = Cos a. Cos c 4- Sin a. Sin e.Cos B — 

— Sin a.Sin c.Sin B. PB -f- Cos a.Sin c . PC^ -H Sin a. Cos c . PA^. 
Hierin zyn PB^ , PB , PA^ en PC^ vectoren, die met reeele gc- 
tallen vermenigvuldigd worden en dus tot prodnkt geene reeele 
termen opleveren. Stelt men nn in de voorgaande vergelijking de 
reeele deelen der twee leden aan elkaar gelijk, dan komt er 

Cos h = Cos a.Cos c -j- Sin a.Sin c.Cos 5; . . . , (1) 
en hiermede is de hoofdformnle der spherische trigonometric 
bewezen. 

§ 102. Stelt men de niet-reeele deelen van de leden derzelfde 
vergelijking aan elkaar gelijk, dan krjjgt men eene vergel^king, 
waarin volgens § 8 drie andere vergelijkingen opgesloten zijn. Om 
deze drie a£&onderlijk te verkr^gen, kan men op verschillende w^- 
zen bandelen. Door gelijkstelling der niet-reSele deelen kr^'gt men 
^Sinh.PB(=z^Sina.Sinc.SinB.PB'^Cosa.Sinc,PC^'^Sina.Cose.OA^. 

Deelt men de beide leden van deze vergelijking door PA^^ dan 

komt er 

PB. PB PC. 

— Sin 6'rr^z:Z'^Sina»Sinc,SinB'rr-r+Po*^'SinC'rr^ -4- Sin a,Cos e. 
OA^ PA^ PA^ 

Men heeft verder 

OJ^i : 0^1 = Cos A^B^ + Sin A^B^.PC = ^CosC + Sin C. OC , 

00, : 0^1 = CosC^A^'-Sin C^A^.PBzzz-^ CosB — Sin B,OB; 

en door substitntie in de voorgaande vergeiyking 

PB 

Sin h.Cos — Sin h.Sin C.PCsn— Sin a.Sin c.Sin B -r— 

— Cos a.Sin c.Cos B — * Cos a.Sin c.Sin B, PB + Sin a.Cos c. 
Merken wy op dat Oi^ en PA^ rechthoekig op elkander staan, 
zoodat hon quotient een vector is, en dus geen reeelen term op- 
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levert. Men kr^gt nu door gel\jk8telliDg der reeele deelen van de 
Yoorgaande vergelijking 

Sin b.CoB C = Sin a.Cos C — Cob a.Sin c.Cos B, . . . (2) 
Dit is een tweede formule der bolvonnige trigonometrie. 

$ 103* Stellen wij verder in de vergel^king der yoorgaande § 
de niet-reeele deelen van beide leden aan elkaar gel^k, dan kriggt 
men 

OS 

— Sin b.Sin C.OCzzz — Sin a.Sin c.Sin B — Cos a. Sin cSin B, OB, 

OA^ 

Nu is- OB : 0/^1 een vector en dus , volgens § 70 , 

OB : 0//| = — OB. 0//|. 
De voorgaande vergelijking wordt nu 

— Sin 6.Sin C. OC = Sin a.Sin c. Sin B. OB, OA^ — Co8a.Sin e. Sin B. OB. 
Deelt men de beide leden van deze vergelijking door OB , dan 

komt er 

OC 

— Sin b.Sin C -r^ = — Sin a.Sin c.Sin B.OA^ — Cos a.Sin c.Sin B. 

OB 

Hierin is we8r OC : OB = Cob a + Sin a. OA^ , waardoor het 
voorgaande wordt 

— Sin h.CoB a.8in C — Sin b.Sin a.Sin C. OA^ = 
=r — Sin a.Sin c.Sin B.OA^ — Cob a.Sin c.Sin B. 
Door gelijkstelling zoowel van de reeele als van de niet-reeele 
deelen der beide leden vindt men 

^Mi b.Sin C = Sin c.Sin B 
Sin b Sin c 

^ SUrB~SinC ^^^ 

Dit is eene derde formule der spherische trigonometrie. 



Migen^ehappmn wan den eeheefDmn eirkeifumrm^igen keget. 

§ 104. Veronderstellen w\j in het volgende, dat alle vectoren 
of rechte l^jnen uit hetzelfde punt getrokken zijn. Duiden w^ 
daarbiy door a, /3, y, enz. constante vectoren aan, en door p een 
veranderl^jken. 

De vergeiyking 5-= 1 

zegt ons, dat de projectie van p op «e samenvalt met a. Terw^l 
p dus een veranderl^ke vector is , is de meetkundige plaats van 
het uiteinde van p een plat vlak, dat in het uiteinde van a recht- 



138 

hoekig op dien vector staat. Letten w\j dus op het niteinde van 
den veranderliijken vector p , dan hebben w^ : 

a 
is de vergel^king van het platte vlak^ dot in hd uUeinde van a recht- 

hoekig op dien vector etaat. 

B 
§ 105. De vergelyking -S- = 1 

duidt aan, dat de projectie van den constanten vector p op den 
veranderlyken p steeds samenvalt met p. Daaruit volgt, dat het 
uiteinde van p tot meetkundige plaats heeft het oppervlak van den 
bol, die p tot middellyn heeft. "Wij hebben dus : 

is de vergel^'king van een hol^ die fi tot middell^n heeft, 

^ 106. Nemen w\j nu de punten, die aan beide voorgaande 
vergelykingen te gelyk voldoen. Die punten liggen te ge]\jk op 
een bol en in een plat vlak, De vergel^jkingen 

5- = 1 en 49- = 1 

a p 

p 
Mien dus samen een cirkel voor, in het vlak 8^ z=:l gelegen. 

§ 107. Door vermenigvuldiging der overeenkomstige leden van 
de twee voorgaande vergelijkingen ontstaat 

st.s- = i. 

Ob p 
Deze vergelijking stelt weder een oppervlak voor, waarop de 

cirkel ^^ = 1 . 5-=l 

gelegen is. Merken wij verder op, dat wanneer aan de vergelij- 
king van het oppervlak voldaan wordt door voor p te nemen p| , 
er dan ook aan voldaan wordt, als men voor p neemt xp^. Men 
heeft n.l. 

a xp^ et X p^ a Pi 

Hieruit volgt dat 8- .8^^ I 

« P 
de vergelijking van een kegel is. Daar «» en |3 in 't algemeen ver- 

schillende vectoren z^n , is die kegel een scheeve drkelvormige. 

} 108. W\j kunnen de voorgaande vergelijking van den kegel 
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Terromen , door te schr^jven , zie § 87 of § 91 , 

s'- = N- .3- 

t P P 

OL p ^ 

a p OL p 

OS Q 

Stellen wij nu ^T-rzizct^ en aT-* = P|, 

of V^.T<»=oc^ en UxT{i = p^, 

dan wordt de voorgaande vergelijking 

<*i P 
Deze vergelijking stelt nog steeds den kegel voor, die volgens 

cirkels gesneden wordt door platte vlakken evenwijdig aan 

5- = l of aan S^ — O. 

a oL 

De voorgaande vergelijking leert ons, dat die zelfde kegel volgens 
cirkels gesneden wordt door vlakken evenwydig aan het vlak 

S^ = \ of S^ = Q of *S^=0. 
«i »i P 

Door de herleiding der quaternionen-vergelyking van den kegel 
van den tweeden graad is dus gebleken, dat elke kegel ^ die door 
een sieltel van evenwijdige platte vlakken gesneden toordt volgens aV- 
kelSf ook door een ander stelael van evenwijdige vlakken gesneden vfordt 
volgens cirkels. 

Die twee standen worden in het voorgaande aangewezen door 

5^=0 en ^?::=0, 

en deze beide vlakken , die door den top van den kegel gaan , 
noemt men gewoonl^'k de cyclische vlakken van den kegel. De 
lijnen » en ^ rechthoekig op deze vlakken, noemt men gewoonlijk 
de cyclische normalen van den kegel. 

§ 109. Een bol, die raakt aan het cyclische vlak 5-=0, 
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heeft tot vergeliiking 5 — = 1 , 

P 
en snydt dus den kegel 

St.s^ = l of N^.S^.S^ = 1 
a p ^ P P 

Tolgens een cirkel gelegen in het platte vlak 



N^sf^.st 



P 






of N^.8^ = k, 



9 

en dit vlak is evenw^dig aan het cyclisohe vlak /Sf^=l. Wy 



hebben dus : een hol^ die in den top van een ackeeven drkehormigen 
kegel raakt cum het eente cyclische vlak^ mijdt den kegel volgens een 
cirkel , toiene vlak evenwijdig ie aan het tweede cgclische vlak. 

Geheel op dezelfde wijze leidt men nit de getransformeerde ver- 
gelijking van den kegel af : een bol, die in een top van een scheeven 
cirkelvormigen kegel raakt aan het ttoeede cyclische vlak ^ snigdt den 
kegel volgem een cirkel, loiene vlak evenwijdig is aan het eerste cgcli" 
sche vlak, 

§ 110. Wy kunnen de vergel^king van den kegel 



st sl 



ook schryven 



P _ 



a p ^ P 



of SUt.i>U^ — T^. 

a p p 

Letten wij nu op de meetkundige beteekenis van de factoren in 

het eerste lid (zie § 94) , dan wordt de voorgaande vergel^king 

Cos L- ' Cos L- = ^l 
« P P 

of in woorden : het produkt der cosinussen van de hoeken^ die gevormd 
toorden door een veranderlijke rilibe van een scheeven cirkelvormigen 
kegel met de cyclische normdUn van dien kegel ^ is standvastig. 
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In plaats van de cosimtssen der hoeken , die zulk een ribbe met 
de cyclische normalen maakt, kan men nemen de sinuasen van de 
hoeken , welke de ribbe maakt met de cyclische vlakken, 

§ 111. De kromme lyn, waarin een scheeve cirkelvormige 
kegel gesneden wordt door een concentrischen bol, noemt men 
een apheriache kegelsnede, De cirkels , waarin die bol gesneden 
wordt door de cyclisclie vlakken van den kegel, noemt men de 
cyclische bogen van de spherische kegelsnede. 

Volgens de voorgaande § hebben wig onmiddeimk : hij een ephe* 
ruche kegelmede is hei produkt der sinussen van de qfstanden van een 
veranderlifk punt der kromme tot hoar cyclische bogen standvOstig. 



WetBeMUende tarmen 9an de wergei^Mng der eiUpeeXde. 

§ 112. Een groot voordeel van de tbeorie der quatemionen 
boTen de gewone analytische meetkunde is gelegen in den r^kdom 
en de eenvoudigheid van voorstelling van de eerste , waar het er 
op aan komt, de vergel\jkingen van oppervlakken of kromme lijjnen 
nit te drukken. 

In het voorgaande hebben w\j reeds gezien, hoe eenvoudig men 
met behulp der quaternionen een scheeven cirkelvormigen kegel 
kan voorstellen* In het volgende willen w\j aantoonen , hoe men 
op verschillende w\jzen , telkens eenvoudig , de ellipsoide kan 
voorstellen. Zy daartoe even als vroeger p een veranderlyke vector, 
«e, ^, cnz. constante vectoren, alle uit een punt getrokken. x stelt 
een scalair voor. 

op tf staande. 

(1)'=-- 

heeft alleen dan beteekenis , als x kleiner dan 1 is , daar het 
vierkant van elken vector negatief is. Daar verder ^ standvastig is, 
even als het vierkant van den vector, zoo is ook standvastig de 
lengte der loodl^jn , nit het einde van p neergelaten op ^. De 
voorgaande vergelykbg stelt dus een omwenielingscylinder voor, 
die /3 tot as heeft. 

§ 118« Als a en P verschillende rechte 1^'nen z\jn , staat het 

platte vlak S-^szx niet rechthoekig op de as van den omwente- 



Volgens § 104 stelt 5- =a? een plat vlak voor, rechthoekig 
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lingacylinder [F*-! =a:* — 1. De doorsnede van beide is dus 
een ellips, voorgesteld door de twee vergel^jkingen 

mits wq terens aannemen, dat a en niet recMhoelng op elkaar 
staan. 

§ 114« In het voorgaande Teronderstelden w^ , dat n een stand- 
yastig getal kleiner dan I is, De twee voorgaande yergelijjkingeii 
stelden daarb^* een bepaalde ellips voor. Elimineert men x nit 
die twee, yergel^kingen, dan krjjjgt men de meetkondige plaats dier 
veranderlyke ellips 

$ 115. Yolgens de definitie yan den norm yan een quaternion 
is de norm yan een scalair gel\jk aan het yierkant yan dezen. 

Das opk (<5-J = •^-' Volgens dezelfde bepaling is yoor een 

yector 

JVp = ( -S-r + Fr) (5p — r») = (0 + t?) (0 — ») = — (c) « , 

dus ook — [^^) =^^fl- Wij kunnen de yergelyking aan het 
einde der yorige { dus schryyen 

a p 

§ 116. Het eerste lid deryergelping/^iJ-^ _^r^V — i kan 
men schryven 

Wy hebben dus in plaats yan de eerste yergelyking 

of 2'(5^- + r|) = L 

§ 117« Om te zien welk opperylak yoorgesteld wordt door de 
vergeljjking (^tj* - (riV = 1 , 
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onderzoeken wij in hoeveel punten het gesneden wordt door do 
rechte lijn , die b. v. door de uiteinden van de lijnen f* en © 
gaat. Om de vergelijking van die l^n te kr\jgen z^ in fig. 14 
OM = fA , ON = » en 22 een willekeurig punt van de rechte , 
waarvoor w\j stellen OR = p . 

Als wy BA ,en BB trekken evenwydig aan o en fc , dan 
hebben wy OB z=i O A -^ AB z=i A -{- OB. 

Zal nu B een punt van de rechte MN ztjn , dan blijkt uit een 
elementaire beschouwing , dat men hebben moet 

0^ _«0^4j\^jiOB 

01 p ^ ■ ■ . 

Dit is dus de vergelijking van MN. 

Om nu het boven bedoelde aantal snijpunten te bepalen, stellen 
wij de voorgaande waarde van p in de vergelijking 

Men krygt daarddor 

Deze vergelyking is ten aanzien van x : y van den tweeden graad, 
en dit zegt ons, dat het oppervlak 

in iwee punten gesoeden wordt door een willekeurige rechte lijn. 
Het oppervlak is dus algebraisch en van den tweeden graad. 

Paar de vergelyking van het oppervlak niet verandert, als men 
p vervangt door — p , zoo heeft het een middelpunt , dat samen- 
valt met het punt , waaruit alle lynen getrokken worden. 

Om verder te zien , welk oppervlak van den tweeden graad de 
meetkundige plaats is van de ellips 

^? = a?, V^ = x^ — U 
P P 

ft 

merken w\j op, dat het platte vlak 8 - :=zx, daar x kleiner dan 1 

P 
is, nooit op oneindigen a&tand ligt. Het verst ligt dat vlak van 

den oorsprong, als a? =: ± 1 is. De straal van den omwentelings- 

cylinder gaat dan over in 0, en de ellips in een enkel punt. Daar 
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de straal geregeld afneemt van ar = tot ar = + l en van «s=0 
tot « = — 1 , om telkens by de laatste der twee waarden van x 
over te gaan in 0, zoo zal het oppervlak een eUipwide zijn. 

§ 118. Yoeren wig in plaats van de constante l^nen « ea 
twee nieuwe standvastigen in , bepaald door 

HiervooT kan men volgens § 29 ook solir\jven 

?:=5^ (1) 

;=p-=7 <2) 

Volgens \ 92 rolgt tiit deze twee vergel^kingen 

?-=-:±- (3) 

«" . 1=1^ ^*^ 

Telt men de overeenkomstige leden van (1) en (3) samen , dan 

komt er -+^=2. ...;..... (6) 

a p 

Trekt men de leden van (4) af van de overeenkomstige leden van 

(2) , dan komt er i ^^ ^ (^^ 

Door omkeering van (I) en (2) krjjgt men 

a P + « a ^ — a 

r~"^' I~""2p"* 

Door samentelling en door aftrekking van deze twee komt er 

OL CL 

- + 5 = 1 en E-5 = l. 

Men noemt y de harmonisch middelevenredige tosschen a en /3 
(zie (5)), ^ de harmonisch middelevenredige tnsschen a en — ^ 
(zie (6)). 

\ 119. Yoor de vergeiykingen (5) en (6j kan men ookscbr^ven 

1 1_2 1_1_2 

a I y ^ a P~^ ' 
Hiemit volgt, dat men voor een willekenrige rechte lijn p lieeft 

i + U^ (7) 

« p y 
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«-p=7 <»> 

Uit deze twee vergelijkingen volgt verder 

samen t + jr^=riS-+F?r. 

7 ^ a ^ 

la plaats van de vergemking Tf8^+ F^jz=:l 

kunnen wy dus schrjjven T [- + -^j J = !• 

$ 120. Het platte ylak, dat door den oorsprong gaat en recht- 

p 
hoekig op y staat| heeft tot vergelijking ^» =0» Het vlak, dat 

7 
in den oorsprong rechtlioekig op i staat , heeft tot vergeliyking 

i5f|=:0, Het stclsel van deze twee vlakken wordt dus.voorgesteld 

door 5^.^1 = 0. 

p p' P 

Volgens vergelyking (7) is echter S- = J5^ + i'S'-, 

y « P 

Volgens vergely king (8) is ^ ^ = i-S ^ — ^iSf ? , 

J ft p 



'^'5=*H)'-♦(4)'=''■ 
(€=(4)*- 

Substitueert meu deze waarde voor (S-J in de vergeUJldng der 
eUipsoide ^5 tV _- ^ r J )' == 1 , 

dan krygt men (s£ J — f ptj = JV i = 1. 

of Ti=l. 

Wy hebben dus in woorden : de ellipmde wordt volgem drheU 

10 
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getneden door platte vlakken^ die in hoar middelpunt rechtkoekig op 
y en i staan. Die cirkels hebben beiden tot straal J0. De lynen 
y en ^, reclitboekig op de rlakken van die cirkels, noemt men 
eyclUche normalen der elUpsoide , en de vlakken cycUsche vlakkem, 

§ 121. De vergelijking f ^g) = — 1 stelt volgens § 112 

een omwentelings-cylinder voor , die tot as heeft. 

Voor de doorsnede van dien cylinder met de ellipsoide 

vindt men, als men hierin voor i^^l substitueert — 1 , 

(5ty=:0 of ^5^ = 0. 

Hiernit blijkt , dat voor alle punten , die aan de ellipsoide en 
den cylinder gemeen z\jn , de projectie van den voerstraal op a 
gel^k is aan 0. De doorsnede van ellipsoide en cylinder is das 
gelegen in een plat vlak» dat in den oorsprong rechthoekig op a 
staat. Daarnit volgt verder, dat de cylinder 

de elHpsoide (s^^ — (^s)* ~ ^ 

omhult volgens een ellips gelegen in bet platte vlak 

st = o, 

a 

dns recbtboekig op a en door den oorsprong gaande. 
{ 122. Merken wij op , dat men beeft 

t = K^.Kt.t /of t=^E^.Nt, 

y p y r y p y 

P P 

Substitueert men deze vormen van - en JI - in 

y ^ 

zoo krjjgt men 
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vw 



Z^' nu t een positieve scalair , die wij voorloopig onbepaald 

laten. Men Ian dan altijd twee lijnen A en f« bepalen, waaryoor 

^ A y pt 

men heeft _---=:-. en ,-^rrr= tt* 

(55)* ^* (^)* ^* 

Snbstitueert men deze vormen in de vooigaande vergel^jking, zoo 
krijgt men t(k^.9+ — T ' 



d. ConatrMcfle dmr etiipaoUde* 

{123. Laat A het middelpunt van de ellipsoide zijjn en B een 
gegeven pnnt van Let oppervlak, Z^' C het middelpunt van een 
bol» die door j4 gaat (zie fig* 15) en stellen w^ 

CJ5=:A, CA — [A. 
Zij yerder E een willekeurig punt van 't oppervlak en 

AE=p 
de voerstraal van dat punt, die het oppervlak van den bol sn^jdt 
in D. 

Daar AC en CD even lang z\jn en gelljke boeken maken met 
AEi en daar bovendien die drie 1^'nen in ^^n plat vlak liggen; zoo 

CD ^AC 
heeft men AE^ ZiE' 

CD --. ^AC ._, 
AE AE ' 

of CjD = jrni!.p = — zff.p. 

p p 

§ 124. Schr^ven w^ nu de vergelijking der ellipsoide in den 
vorm (zie {122 aan het einde) 

10* 
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Hierin kunnen wij nu substltneeren 



K-.p—J>0 en a =05, 
waardoor die vergelijking wordt 

of ^'^^ = ^' 

of T.DB.Ip = t^. 

Wij hebben tot duBverre t gebeel onbepaald gelaten. Ve^oade^ 
stellen wiQ echter , dat t de lengte is van een raakmn uit B aan 
den bol getrokken, dan is vol gens een stelling der gewone vlakke 
meetkunde t* z^TlBDxT. BD\ 

als 2>' bet punt fs^ waarin BD den bol voor de tweede maal 
ontmoet. 

Stellen wy nn deze waarde voor ^* in de voorgaande vergely- 
king, dan komt er 

T.DB X T.AE=. T.BB X T.BD* , 
of T.AB'j=zT.BD\ 

Deze vergelijking der ellipsoide in woorden gebracht, gecft 
onmiddellijk de volgende eenvoudige constructie, Beschrijf een holt 
die door ket middelpunt der ellipsoide gaat. Treh uit een gegeven 
punt der ellipsoide een willeheurige recMe lijn ^ die den bol sn^t in 
B en D'. Trelc AD en neem op AB of haar verlengde een pwU^ 
z66dat lengte AE =: lengte BB' , dan i9 de meetkundige plaats van 
JS een ellipsoide. 

§ 125. Laat men (zie fig. 15) AE vallen in de richting van 
een lijn » die in ^ aan den bol raakt , dan valt voor al die raak- 
l^jnen BBB' in BOA^ Hieruit volgt, dat voor al dieraakl^nen 
bet punt E gelegen is op een afstand van A gel^k aan Tensor 
BO. Hieruit bl^'kt, dat de ellipsoide volgena een cirJcel gesneden 
toordt door het platte vlak , dat in A raakt aan den hoi. 

Dat vlak is dus een cyclisch vlak en AC een cyclische normaal 
der ellipsoide. 

§ 126. Brengcn wij door A een vlak rectthoekig op BC. Voor 
alle punten van den bol in dat vlak gelegen ^ beweegt zicb bet 
punt B langs een cirkel, zoodat T.BB constant bl^ft. Te gelijk 
beweegt rich dus ook B' langs een cirkel, en daar T,AEz:zT.BB% 
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zoo beweegt zich ook JS langs een cirkel. Wig hebben dua bewe- 
zen, dat de ellijpsoide volgena een cirkel gemeden wordt door elk vlak 
rechthoekig op BC. 

Deze l\jn w\jst dus de richting aau van de tweede cycliache not" 
maal en een vlak door A rechthoekig op die normaal is het tweede 
cycluche vlak, 

Opmbbkingen. 1. Men kan op deze wigze voortgaan en een 
aantal eigenschappen der ellipsoi'de onmiddeimk nit de voorgaande 
constructie afleiden. 

2. De gegeyen constructie is door Hamilton het eerst mede- 
gedeeld in de „ Proceedings of the Royal Irish Acad, for the year 
1846". Z\j behoort tot de allereerste ontdekkingen, die Hahilton 
met behulp der quatemionen gedaan heeft. 



By de voorgaande meetkundige toepassingen van de quatemionen 
hebben w\) in de eerste plaats een toepassing gekozen, die binnen 
de grenzen der lagere wiskunde valt , n«U die op de bolyormige 
driehoeksmeting. 

Om de eenvottdigheid der bewijsvoering met quatemionen in het 
oog te doen vallen, is het hoofdstuk over den scheeven cirkelvor- 
migen kegel zeer geschikt. 

De rijkdom van voorstellingsvormen is aangetoond bij de ellipsoide, 
waarvoor verschiUende vergel^jkingen , alle even eenvoudig, zijn 
afgeleid. 

In de constmctie der ellipso'ide vindt men een Aer ontdekkingen, 
met behulp der quatemionen gedaan. 

Yerder kan men met groote voordeelen de theorie der quater- 
nionen toepassen tot het behandelen der eigenschappen van kromme 
lynen in de ruimte en ran oppervlakken. Men vindt daar weder 
groote eenvoudigheid en rijkdom van voorstelling. Het is vooral 
ook h^ de behandeling der kromming van l\)nen en oppervlakken, 
dat Hahiltok een aantal nieuwe eigenschappen heeft gevonden. 
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Door 2). BISRSNS BE HA AN, 



I. Methods. 

1. Wanneer men in eene vergel^king met twee veranderlyken , 
/(«, y) = 0, die veranderlyken yervangt door de beide nitdruk- 

kingen a:=:«-f.(3i, y = a'-f.|3'2, (i = \/ — 1) ; 

dan leyert de eerste vergelijking twee anderen, omdat zij kan 

gebracht worden in den Torm 

Is er in het eerste geval ^^ne onafhankel^k veranderlyke : hier 
kan men er twee aannemen. Geeft die eerste vergel^king eene 
bepaalde kromme: de beide laatsten geyen dan een stelsel kronune 
l^nen, die bij de eerste behoort; en konde men daaraan eene 
bestaanbare beteekenis geyen, dan ontstonden daaruit eene menigte 
meetknndige plaatsen , analoog met de eerste meetkundige plaats ; 
daaraan gekoppeld ^ zoo als wij ze willen noemen. 

Om dit plan te yerwezenlijken, lieeft men yooreerst twee yragen 
op te lossen. 

a. Hoe zal men die imaginaire oplossingen classificeeren, zoo dat 
zy yoor ons doel geschikt worden? 

b. Hoe zal men de bestaanbare panten construeeren » die met 
elke imaginaire oplossing oyereenstemmen ? 

2. Vooreerst nemen wij aan , dat die gekoppelde meetkundige 
plaatsen niet mogen yeranderen, bij een oyergang tot een ander 
coordinatenstelsel , dat is: de bestaanbare coordinaten yan ieder 
imaginair punt moeten yolgens eene zoodanige wet uit de beide 
deelen van zyne imaginaire coordinaten worden afgeleid, dat bet 
punt zich altyd op dezelfde plaats bevindt; hetz\j dat het bepaald 
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worde door de eerste coordinaten naar de oorspronkelijke vergelij- 
king, lietzjj door de vorige nieuwe coordinaten naar de gewone 
formulen voor coordinatenovergang. 

Wanneer aan deze voorwaarde eenmaal voldaan is, en de ima- 
ginaire kromme geheel is geconstnieerd , is het noodig, dat men 
deze even goed kan behandelen in de vergelgking, die baar ima- 
ginair voorstelt, als in de nieuwe vergelyking, die baar bestaanbaar 
voorstelt; dat men daartoe de gewone regels moge bezigen; en dat 
men dus van de eene kromme tot de andere oyergaande, in de 
nitkomst yan eenige berekening slechts de imaginaire coordinaten 
voor de bestaanbare in de plaats te stellen bebbe. 

8. Op die wijze wordt eene meetkundige vergelyking niet, zoo 
als in de ondere meetkunde, een enkele tak eener kromme; even- 
min , zoo als in de nieuwere , een stelsel takken, waarvan de pun- 
ten zekere eigenscbappen gemeen hebben ; maar eene boofdkromme, 
begeleid door een oneindig aantal gekoppelde krommen, die over- 
eenkomstige eigenscbappen bezitten; en die men voor de boofd- 
kromme in de plaats kan stellen, wanneer deze niet meer in staat 
is aan eenige voorwaarde te voldoen. 

Al betgeen bier van kromme lijnen in bet platte vlak is gezegd, 
geldt natuurlgk, en dat nog veel algemeener, voor oppervlakken in 
de ruimte. Hier za] ecbter alleen sprake z^'n van vlakke kromme 
lijnen. 

4. De eenvoudigste onderstelling omtrent de imaginaire coor- 
dinaten zal wel die z^'n, waarb^j de abscissen x bestaanbaar blijven. 
Passen wij daarop toe de besproken verandering der coordinaten- 
stelsels, dan ontstaat de vraag, welke de wet is bij zulken coor- 
dinaten-© vergang, die ons steeds bestaanbare x levert. 

Z^ de coordinaten van een imaginair punt 

dan geeft een verandering der coordinaten-assen 

X* iizmx -{-ny = (mx -+■ n»') -f- {mfi + «|3') i , 
y' = m'x + n'y = (»!'« + n'lt') + (m'P + n'fi') i. 

m 13' 

De nieuwe abscis x* wordt nu bestaanbaar, zoodra — — =s—, 

n fi 

stel = C is. En nu worden voor zulk een nieuw stelsel coordi- 

dinaten, alle nieuwe abscissen bestaanbaar; bet geeft dus eene 

klasse imaginaire oplossingen, die bijeenbebooren , en door de 

karahterUtieke C worden bepaald. Die oplossingen vormen wederom 

te zamen de gekoppelden van de oorspronkel^ke kromme. 
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6. Zoeken wig de betrekking tusschen twee coordinatenstelsels 
met de karakteristieken C en O ^ dan moeten de coordinaten 
a? =: tf 4- ^i , ^ = a' 4- ^Ci door de substitutien 

x^^nHY-^y'SinTY _ x' Sin X'X -hy' Sin rx 

^~ SinFX ' ^~ Si^Tx 

veranderd worden in ar' = «| + p^t , y' == a^' + PC(i; en dit 
geeffc 

Sin rx + C^ Sin rX Sin TT^ fi Sin TT 

^^ — ^i SinFX ' P — Pi gf^YX ' 

^ SinrX-^C.SinF'X 
waarmt volgt C = sin rF+ C, Sin TF ^ 

of CC^ Sin F'F+ C &in XT— C^ Sin FX— Sin X'X= 0. 

Uit deze formulen volgt, 

Wanneer de y-aa dczelfde rich ting behoudt, is SinF'Fz^iO; en 
dus a?', die alleen van de x afbangt, te gelyk met x altijd be- 
staanbaar. 

Wanneer de ar-as dezelfde ricbting beboudt, is ^t»X'X=0, 
en wordt de laatste betrekking 

CC^ Sin F'F+ CSin XT— C^ Sin rx= 0. 

Wanneer hier C^ de karakteristieke is voor bestaanbare abscis a, 

Sin F*X 
wordt C74=oo, en dus ^= c^"j7f» 

dat is: de karakteristieke voor iedere gekoppelde is de richtings- 
coefficient voor de y-as noodig, om bestaanbare abscissen x te 
leveren. 

6. Om nu het punt te leeren construeeren , dat overeenkomt 
met eene imaginaire oplossing, bedenke men, dat iedere vergeLy- 
king ontbonden kan worden in tweedemaclits-vergel\jkingen ; en 
dat, aan den anderen kant, zoo als wij zagen, iedere gekoppelde 
tot bestaanbare abscissen kan teruggebracht worden. W^ moeten 
dus de methode zoeken, om bij een tweedemachts-vergelijjking met 
de wortels y =s A (ar) ± yf^ (^) 

de toegevoegde met bestaanbare abscissen te construeeren; en daar- 
na een regel zoeken , om diezelfde gekoppelde terug te vinden 
door middel van imaginaire coordinaten, wanneer de vergelijking 
door verplaatsing der coordinaten-assen veranderd is. 

Vooreerst, omdat fi(x) soms negatief kan worden, stellen w^ 
naast de oorspronkel^ke vergelijking nog de nieuwe 

y = A (ar) ± k'— f^ (^) , 
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zoodat voor alle a?, «-— oo <a?<+oo, eene Iqn erenw^dig aan de 
y-asy de oude of de nieawe kromme in twee punten moet snijjden. 
Stel nu de gekoppelde met bestaanbare abscis bij eenige kromme 
/(«, y) = voor door 

dan zal men haar yerkr^gen door de substitutie 

x = a. y = «'±P'; (I) 

soodat iedere l^n , evenwijdig aan de y-as , of de kromme of deze 
gekoppelde in p pnnten zal snijden; p de graad der vergelijjking 
/ zijnde. 

Deze regel (I) voldoet aan de gestelde voorwaarden. Eene ver- 
plaatsing, der coordinaten-assen verandert haar niet. Want even 
als wij in N^. 4 overgingen van x=:a + pii y z=i »'••{• p'i tot 
x' = {ma + na') 4- (wjS 4- np')i, y = (»i'« + «'«') + (»3'i3 + w'^^' , 
zal men voor de eerste de % door 1 kunnen vervangen, om een 
punt a?! = « + j3 , y = «' + P' 

te verkrijgen; dezelfde verandering geeft b\j de tweede bet punt 
x^ ' = («r« + ««0 + (wp -h «|3 % y' = {m'a + n'a') + (j»'j3 + n*^') 

zzzmx^+my^^ = m'x^ + n'y^ ; 

en deze twee punten moeten noodzakelijk samenrallen. 

De regel (I) bescbouwt dus het teeken %, als samenhangende 
met de natuur der grootheid /3, zonder op hare grootte inyloed 
uit te oefenen. 

7. Men kan denzelfden regel (I) 00k nog dus a priori afleiden. 

Gevraagd om eene imaginaire oplossing 

ar = « + (3f, y = a' + p'i 
van eene vergel^jking f(x,y)z:zO, door een bestaanbaar punt 
Yoor te stellen, zoo, dat het aan de gestelde voorwaarden voldoet. 

Noem de absois van dat punt 

dan moet de verwisseling der x- en y-assen geen plaatsverandering 
te weeg brengen ; dus moet 

y4=e(«', P', «, |3) zqn. 
Verplaats de y-as evenwijdig op afstand a, dan worden de nieuwe 
coordinaten a: ' =: (« -|- o) 4- j3t , y' = «' 4- P'i- 
Men heeft dus tegelgk 

ar/ = «(a4-a, |3, a', p') , y^*z=z6(ti\ j3', a + a, 0), 

=:a+d(«, P, «', n> =n«'> P'. «, 0). 

Dus moet y^ onafhankel^k zijjn van ct; derhalve x^ van a', 
Yerder moet x^ gelgk z\jn aan a plus eene functie van fi en 
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0': derhalye x^ gel|jk aan c^' plus dezelfde funetie van j3' en 0, 

datis ay4 = « + 9|O,i30, y* = «' H- «| (/3' . p). 

Laat nu eene nieuwe y'-as een hoek maken met de x-as^ gelijk 
aan het supplement van de vorigen hoek y tussclien de assen, 
dan is a:* = a? + 2y Cos y , y* z:zy; 

derhalve 

ar* == (06 + 2«' Co* y) + O -f. 2^' Ooi y) t , y* = a' 4- l^'t. 
Men heeft dan wederom te gelijk 

ar/ = «4-2a'Co«y 4-diO4-20' Co«y, 0'), 

Uit y/ volgt, dat alt^d <() (/3' , jS 4- 2|3' Co« y) = <() (/3' , (3) moet 
z|jn, dus kan y, niet van ^ afhangen; derhalve jTi niet van |3^ 
Men heeffc dus 

ar,=z=« + 62(13), y4 = «' + «2((3'). 
Maar a7| en y^ moeten homogeen z^n met a en ^; dus 

waar e eeli standvastige factor is. 

Nu zoude de gekoppelde van de kromme 

y=: A(a?) ± \/fi (ar) 



worden y = ^ («) ± ^k'— f< (a?) ; 

en de gekoppelde van deze wederom 



y = A (ar) ± €« 1/4- f« (ar). 

Opdat dus het gekoppeld zijn van twee krommen eene wederkee- 
rige eigenschap zij (en dit zal later worden bewezen), moet nog 
e = 1 worden ; en dit kan toch zeer gescbikt ondersteld worden , 
omdat anders de % niet alleen op de natuur, maarjook, geheel 
onnoodig, op de grootte invloed zoude hebben* 

Men komt dus ook bier tot denzelfden regel (I) a? = « 4- , 
y = «' 4- P' terug. 

8. Ten einde nu de gekoppelde van eene kromme te onder- 
zoeken, kan men twee wegen inslaan. Men kan hare abscissen 
bestaanbaar maken door aan de y-as de gewenschte richting te 
geven ; en dan de bestaanbare abscis laten veranderen. Of men 
kan de coordinaten der imaginaire doorsneden bepalen yan de 
6orspronkel\^ke kromme met bestaanbare lijjnen, die de karakteris- 
tieke der gekoppelde tot richtings-coefficient hebben. Want de 
vergelyking y = Or 4- > 
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heeft alleen hare oplossingeD in het stelsel 0, Wanneer toch 

daaraan moeten voldoen, wordt 

B' 
dus — == C, zooals beweerd werd. 

(3 
Telt men de vorige vergelijkingen bij elkander , zoo wordt 

zoodat bet punt , dat overeenkoint met eene imaginaire oplossing 
der vergelijking y = C* + 5 ,' tot die lijn zelve beboort. 

Deze lijnen heeten bestaanhare koorden van de gekoppelde kromme. 

9. Bij bet onderzoek van deze gekoppelden , moeten wg tbans 
afstand doen ran twee stilzwijgend aangenomen eigenscbappen der 
bebandelde vergel^king ; dat zij namel^k bestaanbare coefficienten 
beratte , en dat zg een bestaanbare kromme voorstelle. Yoortaan 
stelt eene vergelgking f{x , y) = 

met bestaanbare of imaginaire coeffieienten door bare oplossingen 
a; = re + 02 , y zzi x* •\- pCi , vervangen door de substitutien 
x^^za-^ fi , yi.= a'4-|3(7 een stelsel imaginaire krommen voor, 
bepaald door de standyastige C. Wil men dat stelsel bepalen , 
zoo moet men eerst in de f(x , y) substitueeren ^ = a -f- ^t , 
y = a' -f- pCi ; bet bestaanbare en imaginaire deel geven dan af- 
zonderlyk /^(a , p , a') = 0, /^(a , (3 , a*) = 0. 

Hieruit door middel van a*! = a -4- p , y^ = a' -|- (3C, de a, p 
en a' elimineerende , verkrijgt men de gezocbte vergelijking. 

Wanneer de / van den graad p is en bestaanbare coefficienten 
heeft, wordt ook f^ van den graad p en /j van den graad jt?— 1, 
omdat zy een factor (3 verkrijgt. De verkregen vergelyking van 
de gekoppelde is dus van den graad /^O'— -1). 

Heeft de / ook imaginaire coefficienten, dan zijn /| en /^ beide 
van den graad p, en is dus de eindvergelqking van den graad jt?*. 

10. Laat ons nu bewijzen , dat de gekoppelde eener kromme 
l^n die kromme zelve tot gekoppelde beeft , met dezelfde karak- 
teristieke (waarop reeds gewezen werd in N®. 7). Klaarblijkelijk 
bebben wij dit slecbts te bewijzen , voor het geval van bestaan- 
bare abscissen b\j beide krommen. 

Necm twee ordinaten y,, yg der kromme /(«, y) = 0, die voor 
dezelfde bestaanbare abscis gelyk zijn, en verder imaginair worden. 
8tel ze voor door 

y^ = A(ar)+/E*(ar), y^ = A(ar)— -^(ar). 
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dan is 2 A (x) gelijk aan de som der beide abscissen , dus bestaan- 
baar : 2/c« (as) baar verschil , dus imaginair. 

De gekoppelde, met bestaanbare abscissen^ zal dus, zoolang i(i{x) 
bestaanbaar wordt, tot takken hebben 

5^3 = A (a?) — e> {x) , y^ = A (a?) + «> (ar) ; 

en hare vergelgking in gewone coordinaten beeft dus tot wortel 

S' = A (a:) ± tf« (ar). 

Die vergelyking zoude men verkrygen door te stellen 
/(ar, «'H-p/0=O, y = «' + p', 
en C intevoeren. Noem haar 

dan zullen ^3 en y^ aan haar moeten yoldoen , zoolang ifi (ar) be- 
staanbaar is : wordt ^u (a?) = , dan wordt y^zzzy^, en verder 
worden zij imaginair. Hare gekoppelde, met bestaanbare abscissen, 
bevat dus de waarden 

yfl = A(ar) — ^(a:), ye = A(^) + A< Wj 
hare vergelijking heeft dus tot wortels 

y = A(a?)±^(af); 
en deze valt dus samen met de vergelijking 

/(a?, y) = 0. ^ 

11. Gaan w\j thans over tot eenige toepassingen. 

Voor de gekoppelde eener ellips met gegeven richting voor de 
bestaanbare koorden, neme men de daaraan evenwijdige middellijn 
en hare toegevoegde middellyn tot coordinaten-assen. 

Wanneer nu x verandert buiten den afstand — o tot + o, wordt 

y = ± - »V^ — ^ ' Volgens den regel (I) wordt nuyi=:±-j/i*--a*, 
a a 

de ordinaat der hyperbool ar^* — b^a^ =z — a*3*. Derhalve zfln 
de gekoppelden der ellips alle hyperbolen met hetzelfde stel toe- 
gevoegde middellynen ; zij vuUen het vlak buiten de ellips. 

12. Voor de gekoppelde eener hyperbool handele men evenzoo; 
maar hierbij zijn twee gevallen te onderscheiden , dat de middel- 
mn evenw^dig aan de bestaanbare koorde de hyperbool snyde , 
of niet. In het eerste geval is de vergeliyking der hyperbool 

ay — ^M = ~ aHK 
V Wanneer hier a? verandert buiten den afstand — a tot + a, wordt 



6 . 



y = ± -« j/a^ — a?*, dus y^ = ± - |/fl* — ar*, de ordinaat der 
a a 
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ellips ay 4- h^x^ = a*^*. 

Deze ellips , met hetzelfde stel toegevoegde middellgnen , raakt 
de beide takken der hyperbool aan ; en evenzeer nog die der 
toegevoegde hyperbool, waarb^ de beide middell^'nen in elkanders 
plaats treden. Die ellipsen vullen dus bet vlak tusschen de vier 
takken der beide byperbolen. Naarmate C nadert tot den richtings- 
hoek der asymptoten, wordt de excentriciteit der ellipsen grooter: 
wordt C daaraan gel^k, dan yalt de ellips met de asymptoot 
samen ; want voor 

geeft de Yergeljjjking op de assen 

a^^a'^ — 5| V = — a^%\ hPi<^i» * — *i») = ^• 

< *i 

Daar ^^0, wordt «' = — «; en de eerste geeft a|*^|'=sO, 

terw^'l |3 onbepaald bly ft ; dus moeten a == oo =; «( ^, en dan j3 =i oo , 
omdat « + ^ eindig moot zijn* De vergel^'king der gekoppelde 

wordt nu a? = « + (3f , y = — (« + |3i) == -^ ar ; dat is de verge- 

king der asymptoot* 

Er kan geen bestaanbare koorde der gekoppelde aan de andere 
z^de van de ricbting der asymptoot vallen. 

Dit is gemakkemk te bew^'zen. Stel in eene vergelgking 
ay — 3V = — a««, a: = « + |3i, y=a' + p«, 
zoo wordt 

a«(«'2 — p«C«) — *V — P*) = — «^^*' aH*Q—lHz=z^^ 
of na eliminatie van a , 

dat is C^ = - 4- , „ , ..fla > 

waaruit blykt , dat C nooit kleiner dan - kan worden. 

18, "Voor bet tweede geval is de vergelgking der byperbool 
^y — a^^zzzaH'^, dus y altgd bestaanbaarj dus is er geene ge- 
koppelde kromme. 

Dit volgt ook daaruit, dat in W. 12 de toegevoegde koorde 
in ricbting nimmer de asymptoot kan yoorb^gaan. 
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14. Wanneer de riohting der bestaanbare koorde voor de 
gekoppelde eener parabool gegeven is, trekke men de raaklijn 
daaraan eyenw^dig, en neme deze met de overeenkomstige middel- 
lijn als coordinaten aan ; de vergemking wordt dan y^ = 2px, 

Voor alle x tusachen — oo en 0, wordt 

y = H- 1 1/ — 2px', 

en daar y|=±j/ — 2px , de ordinaat eener parabool y|' = — 2|m;. 
Derbalve zgn de gekoppelden eener parabool alle gel^jke para- 
bolen met gemeenschappelijjke raaklijn en b^beboorende middell^n, 
maar waarvan de opening naar den anderen kant is gericbt. 

15. Zij de vergel\jking van eene vertikaal staande sinuasoide 

a?= Cosysz . 

Voor y = 2>t5r + /3t, omdat e^^ = H- 1 , wordt a? = 4 (c^ + c""^) 
bestaanbaar, dus de toegevoegde eene kettinglyn, x :=z ^{i^ + e^^), 
Voor y=(2*+l>r+(3t,omdat /2*+l)tr»__i^ wordt a:=—J(c^+c"-^) 

bestaanbaar, dus de toegevoegde a: = ^(c'' "" ^ -+- 6^ "~ *), evenzeer 
eene kettingl|jn. 

De gekoppelde bestaat dus uit twee stellen kettingl^nen , het 
eene aan de z\jde der + x, het tweede aan den kant der »<— a?; in 
ieder stel staan de toppen op a&tand 2w : big twee opvolgende 
uit de beide'stelsels is sr bet yerschil van de ordinaten der toppen. 
De karakteristieke is (7 = oo. 

16. Wordt de yergelyking van N®, 11, die eener verdw^nende 
ellips — z\j zal in bet vervolg somtijjds noodig zijjn -» 

b . 
dan wordt y = ± -^'j en zij atelt de hyperbolen voor, teruggebracbt 

tot bare asymptoten. Ieder der yergelykingen yzzz + ^xi en 

y=:— -ari, stelt dus een bundel lignen voor, die door den oor- 
a 

sprong , bet middelpunt der verdw^nende ellips , gaan. 

17. Voor de imaginaire vergelijking 

y=:{m + n{)x -^(p +qi) 
beeft men evenzeer 

y = (»t — ni)x-^{p'^qi)i 
en , wanneer men deze verbindt , 
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de vergel^king eener verdwijiiende ellips. Hare gekoppelden E^n 

dus (zie I)^. 16) de bundel liJDen ; die gaat door het punt 

q qm 

ft n 

het middelpunt dier yerdwignende ellips : die gekoppelden z^*n 

dus rechte l^jnen , in overeenkomst met hetgeen in N^. 9 bleek , 

dat voor een kromme me.t imaginaire coefficienten van graad p 

(hier ^l) , de gekoppelden van den graad p* (bier evenzeer = 1) 

z^'n. 

18* Het is somt^'ds noodig van de vergel^'king eener rechte 

li|jn in imaginaire eoordinaten overtegaan tot die in bestaanbare 

oodrdinaten. Yolgens den regd (I) moet men eerst in de gegeven ver- 

gel^king y=r(»»-|-ift)a:+(p-f-^») substitueeren zzzza^^-'fii^zza'+pCit 

waardoor men verkrijgt 

«' + fiCi = (i» H- ni) {a + fit) -f- (p + qi) , 

dat is a&onderl^k 

«'=:»!« — np +p , fiCz=zmP + xct + q; 

vervolgens heeft men 

a?i = «B 4- en yi = «' 4- ^C. 

De eliminatie van a' en « geeft dus b\j de som der beide eersten 

y^.z=: mx^ H- « (a? — 2j3) -*- (;? H- ^) , 

terw^l de eerste alleen geeft 

y, — |3C = a(a?4 — -p) — «P +i? , 

waaruit (ai + » — (7) j3 = tnx^ + i^ ^ y- 

En nu door eliminatie van j3 

y^ — mx^^[p + q)z=zn ! ^^^^C ' 

of yi = (^+^ + ^J;l^ )^i+(i^ + g+ ^Jf_J 

Dcrbalve kan de richtings-coefficient, by verandering van C, alio 
mogelijke waarden verkrygen; men heeft dus alzoo een bundel 
l\jnen. 

Voor de gekoppelde met bestaanbare abscissen wordt (7=zoo, 
en duB yi = (w + »)«i -f-CP + j), 

in overeenstemming met regel (1). 

Men noemt nu dien bundel lijnen, een elliptkchen bundel. Zijne 
eenvoudigste vergel^king is y = nxi. 

Die bundel wordt een drculaire, wanneer de verdwijnende ellips 
een cirkel wordi; de vergelijking is dan 
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y — ±xi + (p + ijii). 
Hii wordt eindel^k een parabolUche bundel genoemd^ wanneer 
de richtings-coefficient bestaanbaar wordt, en dus een dei assen 
van de verdwjjjnende ellips oneindig klein in yerbouding van de 
andere. De yergelijjking is dan 

jfzz:«a? + {;? + gt); 
en deze stelt slechts eene enkele veelyoudige l^n yoor. Wantvoor 
» =r geeft de vorige vergelyking 

geheel onaf hankeligk yan C. 

Verder wordt bier (voor a?=0) pC7=»il34-2, dus P = -; — . 

Derbalye bl\jft bet imaginaire gedeelte der coordinaten, langs 
iedere lyn, standyastig; bet wordt oneindig yoor die l^a, wier 
karakteristieke is de ricbtings-coefficient yan den bundeL 

{Wordt vervolffd,) 



OYER BENADERINGSFORMULEN VOOR DE SOH TAN 
REEKSEN, WELKE UIT EEV GROOT AANTiL 

TER»EX BESTAAN. 

DOOB D, J. KORTEWB&. 



] . Het is bekend dat de som eener reeks : 

i /("o+i'/O =/(«« + «»^)+/(*o + ('« + l)'') + 

-f-/(^o + (^ + 2)^)-h....4-/(ar^j-H«^), •..(!) 
indien /(a?)e/ar integreerbaar is, berekend kan worden volgens twee 
benaderingsformulen , respectievelijk af komstig van Euleb en van 
Maclaubin. 

Stellen B^, B^, B^^ enz. de opeenvolgende Beraouilliaansclie 
getallen voor, en maakt men bovendien gebruik van de verkorte 

schrijfwijze Xj^'=, x^-^ ph, (2) 

dan wordt de formule van Euleb geschreven 

en de tweede van Maclaubin 

X'fix,)-^~J f{x)dx — 

2* — 2 B. 

"^~"F~ • fTai;'' '^"^'^•+*> -/"C*^— ♦)] - 

Indien deze reeksen convergent of, zooals somtijds voorkomt, 
half convergent zijn , dan wordt het mogelijk door het berekenen 

11 
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van een grooter of kleiner getal termen de waarde der reeks 

'i /(*o+/'*) 

met groote naauwkeuriglieid te bepalen. Het is daartoe noodig 
do integraal en de achtereenvolgende diflferentiaalquotienten van 
haar algemeenen term te ontwikkelen en te berekenen. 

Hoe voldoende deze methode in de meeste gevallen moge zyn, 
somtijds zal het voordeelig zyn eene andere methode te volgen, 
die wij thans gaan ontwikkelen; waarbij de som der reeks met groote 
benadering uitsluitend wordt uitgedrukt in eenige weinige yer- 
schillende waarden van de integraalfunctie van haar algemeenen 
term, geintegreerd tusschen eenige verschillende grenzen. 

Bovendien doet zich in de waarschijnl\jkheidsrekening somtijds 
het geval voor, dat het wenschelijk is eene sommatie door eene inte- 
gratie te vervangen , zonder dat het echter mogelijk is , in de 
verdere berekeningen , die met de uitkomst der sommatie nog 
moeten worden verricht , al de onderling verschillende f unctien , 
waaruit de termen der reeks bestaan , in rekening te blijven hott- 
den. Men is dan verplicht by den eersten term af te breken, 
en als benadering te gebruiken volgens de eerste reeks van Euleb 

2/(ar^)=-y f{e)dx, (I) 

of I volgens de tweede van Maclaubik, 



p=« 1 P^n-^\ 
2/(arp) = -y f(x)dx 



De keoze tusschen deze beide waarden is niet moeilijk ; immers 
indien men de correctien vergelijkt, die in beiden volgens de reeks- 
ontwikkelingen (3) en (4) zouden moeten worden aangebracht, 
dan valt het in het oog, dat de eerste correctie van de tweede 
reeks in den regel zelfa nog half zoo klein is als de tweede cor- 
rectie van de eerste reeks. Men wint dus bij het toepassen van 
de tweede formule eene correctie uit , en alle volgende correcties 
zijn bovendien iets kleiner. De tweede formule moet dus meestal 
verkozen worden. 

Het is evenwel zeer goed mogelijk ook met behulp der eerste 
reeksontwikkeling (3) eene formule ter benadering van de som 
der reeks te verkrijgea , die in naauwkeurigheid meer gelijk staat 
met de formule (II). Vervangt men namelijk m door »» •— « 1 en 
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M door « — 1 , dan gaat de reeksontwikkeling (8) orer in. 

'~2 nx,)=\j /(a^y^r— 4r/(«,)_/(«:..i)]4. 



i'=»-l ^'*»-l 



Bedenkt men nu echter dat 

dan laat zich uit (4) eene nieuwe waarde van 

2 fix,) 
berekenen, namel^jk 

2 / W = t/ /(*) ^ + i (/ W -/(*« ^ i)] + 

+ j^^[/(^J--/(^«-i)] — (6) 

Telt men nu deze nieawe waarde op b^ die yolgens formule 
(3) en deelt men de som door twee, dan ontstaat eene nieuwe 

l»s=fi 

formule voor 2 /(O. 

p=«" 
Neemt men daarvan den eersten term b\j uitsluiting in aanmer- 

king, dan vindt men bij benadering 

'Tnx;) = 1 [/ " "^ f{x) dx+J f{x)dx\ . (HI) 
De eerste correctie bedraagt 

+ 1 i-f{.'n^ l) -^-/W +/(*J -/(«— l)]. 

Zij wordt zeer klein , indien de termen der reeks geleidel^k 
en niet te snel van waarde yeranderen , between in het algemeen 
voor de jnistheid van iedere benaderingsformule een onontbeerlyke 
voorwaarde is. 

Toch zal in bet algemeen de fortnule (II), boewel eenvoudiger, 
een juister uitkomst opleveren. 

Ons doel is nu benaderingsformulen in den trant van formule 
(IIT) op te stt'llen ; alzoo de som uit te drukken in integralen 
van haar algemeenen term genomen tiisschen verschillende limieten. 
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Door het invoeren van meer integralen zullen wij dan steeds groo- 
ter naauwkeurigheid bereiken. 



jpEN, 



a 




o 



a 



dm 6 P e 71 c 



(FMg. ].) 
2. Laten in (fig. 1) Aa^ Bb^ Cc drie opeenvolgende termen 

Aa = y^.i =/(a:^ ^- (^ _ 1) ^), 

Cczn^j^^i =if(xQ + Cp -f-l)^) , 
van de te sommeeren reeks voorstellen, terwyl 

Oa = a?jj-}-(/? — l)^ = arp-.i; 06 =z Xq -{- pA z=z Xp ; 
Oc = XQ+(p+l)hz=zXp^i; 
dan zal de vergelijking y:=if{x) 

eene kromme voorstellen, gaande door al de uiteinden derordina- 
tcn , derlialve ook door de punten A^ B en C, 

Is nu Fp=zy een willekeurige ordinaat van deze kromme, 
gelegen in de buurt van Bb , en is verder dp z=z $ ^ dan is 
a? = arp -f- f ; derhalve y ^=^f{x^ + «) ; 
of, indien wij ontwikkelen volgens de reeks van Tatlob, 

Bp = y^yp^K^i^a^%'^+ii^i^^tij^i*^ +-K;. (6) 

waarin «,=/'(a?J, 






(7) 



i2z=. 



x*2. o« • • ,n 



H^P-^-h)' 



/ 
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Doorloopt nu deze veranderlijke ordinaat Pj? eeneruimte ilfiV«»», 
waar?aa de basis mn eene breedte h =.2$ bezit; dan wordt daar- 
door eene inboud verkregen , waarvan de waarde , indien 
ad =z db =z 6e =z ec =: ^k z=: $ ; ^ = e« =: y is , 

wordt voorgesteld door 

ixp -+- (8 + y) 

f{x)dx = 

jrp-.(8-y) 
/i8-+- y 

J (Vp + «l« + «2«^ + «3e' + «4«* + ^R)di. 

-(8-y) 

Voeren wy voor dien inboud eene bepaalde schryfwijze, en 

wel J., in , dan is derhalve , na nitvoering der integratie , 

/84-y 
Mi (8) 

-"(8-y) 
Nu komt met iederen inhoud MNnm een andere inhoud overeen, 

welke verkregen wordt door de lijn dm:=;,y naar links in plaats' 

van naar rechts uit te zetten , en evenzoo te handelen met en. Zijne 

waarde zoude berekend worden uit 

f{x)dxz=i 

/S — y 
(jfp -h *i€ -h «2€* + a^f 4- «4«* 4- ..... . . + -R)fl?«. 

-(8+y) 

De inboud zelf wordt voorgesteld door A^ ^ zoodat 

^-.y = yp[(5-y) + (^ + r)]4-2«,[(5-7)«-(^ + y)«]4- 

/8--y 
Ml. . (9) 

-(8 + y) 

Uit beide deze formulen volgt dan 
A + ^_y = 2?/, [(J + y) + (5 — y 1] + ?«j [(J -I- yj* + (S - y)»] -(. 
g /»S-t-y /•S— y 

+ ,«♦ [(5 + y)' + (S — y)'] 4- . . . -hy iJrf« + / Udt; (10) 

-(S-y) -{S + y) 



/ 
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waamit als b^zonder geval dadelijk gevonden wordt 

/ilrff; (11) 

terwyl dadelijk nit do figuur blijkt , dat Jq den inhoud voorstelt 
van de ruimte DEed, 

Eyenzoo vindt men voor y = 5 



/ 



^8 + /f_ 5 = 4y,J + \V + *,V* + T'«*' +•••• + 



/ 



k28 

72efg; (12) 

— 28 

terwijl het weder dnidelijk is, dat door J^ en irf^jrespectievelyk 

de inhonden BCcb en ABba worden aangewezen. 

3. Beeds met behulp der formulen (11) en (12) laat zicli nn 
eene benadering voor de som der gegeven reeks, uitgedrukt in 
geli|jksoortige integralen, verkri|jgen. 

Wy sluiten daartoe de reeksen (11) en (12) reeds by den twee- 
den term en schrijven dns 



I-H8 
— 8 



^o = 2y,3 + |«,33+y^ j^J^//r(^^^g)^, . (13) 



it4-28 4 

waaruit, als wy gebrnik maken ran onbepaalde coefficienten, dade- 
l^k Tolgt 

Kiezen wy nu onze onbepaalde coefficienten zoodanig, dat de 
tweede term van het tweede lid wegvalt, dan is 

^1 4- 8^2 = , 
waaraan voldaan wordt doov' ^| =: 8 , ^s =: — 1 ; 
derhalye is nu 



8^0 



— (^8 + ^_5) = 12y,5+8y — -_^/ir(arp4.s)£/f — 



-/ 
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2J ^* 



waa^uit we oplossen 

1 /"^^S 4 

Volkomcn gelijke uitdrukkingen gelden nu natuiirlijk voor alle 
andere ordin.iten der kromrae, dat wil zeggen , voor alle andere 
termen der reeks , en de som der reeks kan dus gevonden worden 
door al deze uitdrukkingen te sommeeren. Men heeft dan namelijk 
p = H p-=.n 1 r ** f^ * M 

p=:m p = m ^^^ «• » ^ •» m ^•* 

5 A , /»4-28 



2 






35 m 

Wat nu betreft de waarden 



o —28 



2^0, 2;^8» 2^_5. 

mm m 

reeds een vluclitigc blik op de figuur is in staat ens te OYertui* 

gen , dat de waarden Jq , ^^ en -<^«8 

inhouden voorstellen van stukken der kromme y =/(ar) , 

die, respecticvelijk gesommeerd voor de verscliillende ordinaten , 

juist aan elkander sluilen , en wier som derhalve door ^^n door- 

loopende integraal kan worden voorgesteld. 

n 

Wil men zulks in het algemeen bewezen zien voor 2-^7» dan 



m 



merken wy op , dat volgens meetkundige beteekenis , 

/'p-*-{^-*-y) 
f{x)dx. 

Hieruit volgt nu dadelijk 

"» *m — (8 — y) 'm-hl — (8 — y) 

/p4-(8 — y) /•a-p4.i4-(84-y) 

f{x)dX'^J f(x)dx -{',...+ 

«^p— (8— y) «>4.i — (8— y) 
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Maar volgens definitie is 2y, 4. i =r ar^^ -f-> ^ == or^ -f- 2^ , 

derhalve 

^p^l — (S — y)==arp+25— (^— y) = ar;,+(5 + y); 

zoodat de onderste limiet van iedere integratie voortdurend 

overeenstemt met de bovenste der voorafgaande ; waaruit dadelijk 

Yolgt dat de integralen zicli laten yereenigen tot een enkele, zoodat 

/»'« + (S + y) 
2^y=y f{x)dx', (18) 

^--;(8-y) 
derhnlve als bijzondere gevallen 

r„ + 8 
f{x)dx (19) 

x»-8 
n /»»« + 28 „ ^^ 

2^8 =y f{x)dx', 2^_8=y f{x)dx.[%yS) 

"^ rn, "• *«•— 28 

Wat overigens aangaat de beide termen yau het tweede lid van 
(17), ontstaande uit de rest van de reeks van Ta.tlob ; — tenqjl 
wij daarop later terugkomen, — merken wij tbans op, dat, indien 
de ordinaten y , als wel van zelve ondersteld moet worden , 
geregeld en langzaam. van waarde veranderen , dat alsdan ook de 
reeks van Taylor , zelfs met verwaarloozing van baar rest , een 
zeer goede benadering moet opleveren ; zoodat wij voorloopig 
beginnen kunnen met deze rest te verwaarloozen , en aan (I), 
(II) en (III) toe te voegen de nieuwe benaderingsformule , die 
dan onmiddelijk nit (17) volgt, 

2/(^0 + /^^) = 

= r|5 8/ f{x)dx^J f{x)dx^J nx)dxU^.) 

welke wij onder invoering van h liever brengen onder den vorm" 

I,f{^o'^P^') = lJ f{x)dx^\- 



p = m 



'm — f 



- hy f{x)dx-J /(^)dx-J f(x)dxl.{Vf, 
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welke beide formuleQ dan weer onder invoering eener Hgt be- 
grijpelgke schrijfwigze kunnen worden voorgesteld door 



l^-l+U^^-l-^^''^'-]" • •<i^> 



=;a 



waarin in het alsremeen 



O' 



{i^e)k 



3l_^ =y f{x)dx. .... (21) 

4s, Werpen wij nu ten slotte een terugblik op de w\jze, waarop 
deze nieuwe benaderingsformulo verkregen is , dan zien wy , dat 
daarbij van de reeks van Tatlob alle termen met hooger macb- 
ten ran i dan de tweede verwaarloosd zijn. leder stuk ran den 
inboud der vlakte , begrensd door 

f/=f(x), . . . (22) 

is derbalve, voor zoover bet gelegen was tusscben drie opvol- 
gende ordinaten Ja , lib , Cc , bescbouwd a is begrensd door een 
parabool. Aan onze berekening ligt dus dezelfde Hctie tengrond- 
slag als ann de metbode van Simpson , welke , als bekend is , 
dient om oxngekeerd eene integratie door sommatie uit te voeren. 

Onze benaderingsformide (IV) zal der halve eene waarde opleveren van 
ongeveer gelijke naauwkeurigheid aU die, welke aan de formule van Simp- 
son eigen zoudezijn^ indien er omgekeerd sprake van was dezelfde integratie 
door eene sommatie te tervangen van gelijk aantal termen als de gegevene, 

Overigens is bet in den regel gemakkel\jk deze naanwkeurig- 
beid te sebatten ; immers de aan te brengen correctie 

zal door bet weglaten yan 8 < 1 niet veel van waarde verande- 
ren , dewyl men aannemen moet, dat /'^ {x) binnen de grenzen 
Xp en xp^\ zeer langzaam en zeer weinig van waarde verandert* 
Daarna laat zicb dan ecbier de integratie uit voeren, en de correctie 
verkrijgt den vorm 
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of eindelijk , indien wij dezc termen bijecnvoegen , ^ = 2^ in- 

voeren, en ^f^^(xp) vervangen door zijne benadering volgens 
formule (II) » waarbij de integratie kan worden uitgevoerd , 

«-= + 4X2^5 r('-*)-^"N-0)- • (25) 
In zeer vele gevallen zal men nog verder kunnen gaan en gren- 
zen aanwijzen, waartusscben de rorrectie besloten ligt. 

Oin dit met een enkel voorbeeld op te belderen , nemen wij , 

meer algemeen, aan dat ./^/'' (a:) een regelmatig afnemetide fanctie 
van X is ; en stellen ons voor in dat geval grenzen te bepalen , 
die de uitdrukking 

^=ll,, 1.2.6... 2p' ^'^"-'-^''" -(^^i 

insluiten. Wij merken daartoc op, dat voor J z= in de aangoge- 
ven ondcrsteiling de gebcele uitdrukking te groot, en voor fl ^=r I 
te klein moet worden. Beide gevallen zijn ecbter integreerbaar, 
en voeren wy deze integratie uit , dan is 

I.2.3....2yH-l S^'^VP>^> I.2.8....2/-H y^^(VlK2^) 

Nu overtuigt men zicb ecbter liciit, door behulp eener grafiscbe 
voorstelling (fig. 2), dat bij afnemende waarden van f^^' (xp) , 

y 'f^p'M<^^>^^if^p\^p) (28) 




(Fig 2) 
Immers indien in die figuur 

dan wordt de inboud der recbthoeken voorgesteld door 
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/ 



en die der kromme door / f^P (xp)dx. 

Op volkomen soortgelijke wijze overtuigt men zich dat 

Z^^'K) '/x < 23 S A' («, + !). . . .(29) 

Past men nu ten slotte beid« ongelijkheden (28) en (29) toe 
op (27), en voert men de integratien, die zich voordoen, uit, dan 
vindt men 

i.aCv+. (^-<'->-^'''-'"— ')>»> 

iStp* -^ 1 \2pi 

Dat deze grenzen in den regel zeer naauwzijn, behoeft welgeeni 
betoog. Evenmin zal het noodig zijn de toepassing op (23) aan 
te wijzen; men is nu immers in staat twee grenzen te vindenvoor 



« —8 

28 



en evenzoo voor •^J —^-^^fir ^^^ ^ ^) ^g . 

en daar beide als factoren voorkomen in termen met tegenge- 
Bteld teeken^ name men beurtelings de bovenste grens van de 
eenoi en de benedenste grens van de andere. 

Is /^' («p) niet geregeld afnemende^ maar opklimmendey dan laat 
zich dezelfde redenering met kleine wyzigingen herhalen. Is 
f^^'{Xp) beurtelings afnemende en toenemende, dan kan men de 
kromme in stukken verdeelen. In den regel zal dit echter niet 
noodig zijn » en de formule (25) ^ indien het er op aankomt de 
waarde der correctie te schatten , volkomen voldoende zijn. 

6. Willen wij eene formule van nog grooter naauwkeurigheid 
dan de formule (IV) verkrijgen, dan kunnen wij eene nieuwe uit- 
drukking Jy 4- A^y 

berekenen, Het eenvoudigste is het daarvoor te kiezen 

Door toepassing der formule (10) vindt men zonder moeite , 
terwijl men de reeks van Tatlob thans tot den term die e* bevat 

7 61 

uitstrekt , A^^ + J^ j8 = 4:yvl + j^a^^ 4- ^ol^^^ + 
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-|J -liS 

Bvencoo is echter 



en 

— o 

Op deze drie betrekkingen (31), (32) ec (33) passen wij nu 
weder de methode der onbepaalde coefficienten toe , Termenigyul- 
digen de eerste met t^, de tweede met k^^ de derde met k^ ; tel- 
len op, en kiezen dan k^, k^^ k^ soodaiiig, dat de tweede en derde 
term ran hct tweede lid wegvalt. Daarloe wordt vereiscbt 
Ik^ + 16)^4 -f- 2)^3 = ; Ol/fr, 4- 256^^2 + 8>J-5 = 0; 
waaraan Toldaan wordt door 

*! = — 64, *,= 4-ll, *j| = 4-136. 
Op die wyze yerkrijgt men dan de vergelyking 
— 64(^^,+ ^_ij)+ll(^j4.^_5)+136^o=60y,^-«-^ (31) 

P = — 64/ f^^lx^^^dt — 

^— ^y 1.2.3.4.5.6-^ ^^P-^^^"" 

— 28 

waamit wij afleiden 

yr='^j [- ^*('*H-J8+ ^~J«)+ n(^3-h ^_j^+136^o]- ^ P. 

En hieruit Tolgt dan onmiddellijk , indien wij sommeeren voor 
alle waarden der ordinaten , die als termen in de reeks Toor- 
komen, de benaderingsformnle 
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.!> = » ^ M. \ 

-64(a:j+a:j)];. ..... .(V) 

met den correctieterni 

6. Deze nieuwe benaderlngsformule ouderstelt dat de stukken 
begrepen tusschea drie opeenvolgende ordinaten der kromme : 
yr=/'(ar) overeenkomen met parabolen van den vierden graad. 
Hare naanwkeurigheid staat dus gelgk met de methode yan Cotes 
Yoor bet omgekeerde yraagstuk, mits uitgestrekt tot y^f ordinaten^ 
en bij yerdeeling van de bepaalde integraal in een groot aantal 
stukken. Z\j zal in den regel een zoodanige booge mate van naanw- 
keurigbeid bezitten , dat bet afleiden van nog juister formulen , 
waarin dan zouden optreden 

3l__ t en 31^ > 

zelden noodzakel^k zal z^n. 

Overigens laat zicb de graad yan naauwkeurlgbeid weder ge- 
makkelijk big benadering yinden, en wel geheel op dezelfde w\jze 
als door ous in formule (25) eene benaderde waarde yoor Eir werd 
afgeleid. Men zal yinden 

^" = -6X1X3X5X7 ^•^'(*-»>--^''(''— »»'•<««) 

terwyl bet , yolgens (30) mogelgk , boewel zeer omslachtig , wor- 
den zal die correctie tusscben twee enge grenzen op te sluiten. 

Besnmeeren w^ thans de yoomaamsten der gevonden formulen , 
waarmede de som eener reeks meer of minder naauwkeurig kan 
worden benaderd, dan yoeren w\j als zoodanig aan 

'S /(*«+/'*) =l3lll (H) 

'i'fi'o+pi) = TihK\ -K ' -3il,l = 
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en 

waarbiij behooren de correctien 

^'^ = + iXOXs (^"'^'- *^ -•^"<'— i) '• ^'^^ 

terwQl daarb^ gebruik gemaakt is van de notatien 

-♦.1 « /^•4-(l-5)* 
a^, =/ /(*)^^ (21) 

a'p = ar^+;?^ (2) 

Ebbstb ToEFABsnra, 

7» Onze eerste toepassing zal minder ten doel hebben de Toor* 
deelen der metbode te doen zien, dan wel eenvoudig hare naauw- 
keurigbeid te toetsen. Wij bepalen daartoe volgens onze drie 
laatste benaderingsformulen de waarde der zeer bekende reeks 

loT 11 ^ 12 ^ 18 ^* • • '^ 1000 • 

welke waarde tot in zeven decimalen gelijk is aan 

4,6565026 = 2,0222934 X 4 f 4 = 2,3026850929^. 

M\M / 

De eerste benaderingsformule (II) levert 

^dxz=, l^^ =: 2,0224936 X -^ , 



».5 



't geen dus slecbts tot drie decimalen naauwkeurig is. 
De tweede (IV) geeft daarentegen 

Zl^ + 1 1 2/i^"}? - ^1521 _zl^] = 2.0222927X i; 

zoodat nog slechts de twee laatste decimalen onnaauwkeurig zyn. 
De correctie berekend voUens Rjy zoude dan 06k bedragen 

^1^ = A.1 oQAr f - 6 (1000,5)-*-h 6 (9,5)-*] = 0,00000067x 5. 

Eindelijk geeft de formule (V) 
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,1000,« , 1 r-,1000,8 ,1001 ,1000 1 , 

+ 1 [6^1»iV l'^ + zi|2-4Zl^«_4Zl^] =2,0222934 X ^. 

alzoo in volkomen overeenstemming met de door anderen berekende 
waarde der reeks. De te verwacliten correctie bedraagt dan 
ook sleclits 

^^=- 64.I.2.3I5.6.7 t- 120 (1000.5)- . + 120 (9.6^ .J = 

= 0,000000038 X T. ; 

M 

en heeft dns nog sleclits invloed op de achtste decimaal. Er is 

daarmede eene naauwkeuriglieid tot tien millioensten bereikt. 

TWEEDB TOEPASSHJa. 

8. De tweede toepassing , die wij geven , zal kuAnen dienen om 
de voordeelen van onze formule te doen uitkomen , wat snelle 
berekening aangaat, Wij zullen namelijk eene functie kiezen , wier 
differentialqnotlenten , waarvan men bij toepassing yan de reeks 
van MACLAUBnr gebniik maken moet, steeds mecr ingewikkeld 
worden ; terwijl integendeel de integraal een eenvoudige functie 
is, die in tafels kan worden nageslagen. 

Laat namelyk gevraagd worden de uitdrukking 

wier sommatie zicb uitstrekt over aUe geheele positieve waarden 
van !?! en r^, die voldoen aan de betrekking 

te vervangen door een continue functie van S, wier waarde zoo 
juist mogelijk benaderend die van de functie uitdrukt. 

Dewijl dan steeds v^=l S — rg , 

zoo laat zich de bedoelde sommatie ook voorstellen door 

of ook U=: ' E e- 2* ("i - 1^' - i*^* , 

of eindelijk 



176 

Fassen wg nu de eerste benaderingsmethode , uitgedrukt door 
formule (II) > toe, dan Tlnden w^j 

,^2iu- rf« = f/1 e- i^^" J.(i(^H-l) I/2T), 
—1(54-1) 2Ar 

waarin , volgens een sckryfwyze in de waarschynlijklieidsrekening 

2 /•* _ a 

in gebruik , S (or) =5 -7= / e ^ {fe. 

Fassen wy daarentegen de tweede formule (IV) toe, dan vinden wj 

en eindelyk , als wy de derde toepassen , 

l/'''=,i/^~.^~**^*[l369.(4(S+l)K2^)H-ll9.(jS^iF) + 

+ llfi.(4 (S+ 2)^^2^)— 64d (4 (S+ 4) |/2J)~ 64^4(S+|)[/2i)]. 
Onderstellen wij , om een toepassing in getallen te verkrijgen , 
die voor narekenen vatbaar is , 

S—\(^s ;t = o,oo5; 

— welke onderstelling , wegens de vrg snelle verandering van de 
waarde der opeenvolgende termen der reeks , zeker niet voordee- 
lig is aan de mogemkbeid eener snelle benaderlog — dan is 

+ 2c- ^t?'^ + <?-^'25 _ 7J81334. 
De eerste benaderingsformule geeft 

V =7,776048, 
de tweede 17" z= 7,781320, 

de derde ^indelijk CT'/' = 7,781334 ; 

zoodat de derde methode bier weder zeven juiste cijfers geeft, 
zoo niet meer. 



KLEINERE MEDEELINGEN. 



VEMEBLINC] VAN IBN lOEK IN BRIE fiELIJKB BEELEN. 

DooB /. H. VAN LESUWJSN. 



Onder het verdeelen van een hoek JOB in drie gelijke deelen 
yerstaat men, in het algemeen ^ de rechte l^nen CK en CL 
te beschryven zoodanig, dat l^ JCK=z £^ KCL=z l^LCB = 
iL^CB is. 

Besdiryven wij uit het hoekpunt C als middelpunt met een 
willekeurigen straal een cirkel, die de beenen Cji en CB ran den 
boek jiCB in de punten ^ en ^ en de lyn CK in de pnnten 
K en 2 snydt ; wanneer nu de lijn DE in C loodrecht op CA , 
en 10 loodrecbt op HA staat, dan is bg lEG ^z 2 bg IH :=, 
2bgJK=, bg KB en dus BG// KI, waaruit yolgt , dat D lOFC 
een parallelogram is ; derbalve FG = CL Is bet punt G bepaald, 
dan is ook bet punt /, en dus ook de lijn OiTbepaald. Dit punt 
G^ is weer bepaald, zoodra wij een der afstanden DG of FG ken- 
nen, die w^ respectievelijk x en y zuUen noemen. W^j zullen 
nu deze afstanden bepalen. Daartoe noemen wig de bekende leng- 
ten BD = a, BE\=z b en CJ =: CB =: FG zn r. 
Uit de gelykvormigbeid der drieboeken FOF en BDF volgt 
EG: BD=z GF : DF of y: a=zri DF, 

waaruit DFz=:^ (1) 

y 

Uit de gelykvormigbeid der drieboeken FJ)G en FBE volgt 
FG:FE=:DG:BE of r:{2r^J)F)=:x: b, 

waaruit j)j'—rj^fLlll\ .7 (2) 

Uit (1) en (2) nu volgt 

^^ ar (2x — b)r 

y « 

en bieruit 

2xg — ax — bx =zO, of (x — i^) (y ~ ia) = iab . . (3) 
Verder bebben wy uit den recbtboekigen drieboek EGD 

ar* 4- y* z= 4r* (4) 

12 
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Wy beschouwen nu ar en y als de rechthoekige coordinaten van 
een punt, en nemen tot oorsprong van een rechthoekig coordinaten- 
stelsel Let snijpunt B van het been CB van den boek AC£ met 
den cirkel C; verder tot positieve X- en F-as de l^'nen JSE en 
BD, die bet snijpunt B vereenigen met de sn\jpunten j^en 2> der 
in C op CA loodrecbt staande lyn UD met den cirkel C ; dan 
is de kromme , voorgesteld door de vergelijking (4) , een cirkel , 
wiens middelpunt met bet punt B samenvalt en wiens straal 
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= 2 AC is. De kromme> yoorgesteld door de vergelykmg (3), is 
eene gelykzydige hyperbool, wier asymptoten evenwydig met onze 
cootdinaat-assen zyn, wier middelpunt samenvalt met hat hoek- 
punt C, -en wier assen :=: 2jX(Ja3) zijn. Deze hyperbool is dus 
Tolkomen bepaald en gaat door de snypanten JT, iV, ^ en ^ 
van de beenen CA en CJS van den boek ACB met den cirkel 
C; de vergelijkingen van den cirkel C, de lijnen CA en CB, zyn nj. 
(r — Jd)2 4-0 — iaf = J (a« 4- 6^) voor den cirkel C, 

(y — Jfl) =r- (a: — \6) voor de lyn CA en 
a 

a 
y = -a? voor de lyn CB, 

Hiernit volgt dat de coordinaten der snypunten H, A^ N en B 
der lijnen CA en CB met den cirkel (7 zyn 
van het punt H a? = ^ (a -f- 3) , y = J (a -|- 3) ; 

van bet punt A ar = ^ (i — a) , y =i J (a — d) ; 

van bet punt iV x zzz6, y zzz a; 

van het punt B ar = 0, y .= 0. 

Aan de vergelyking (3), dijB van de byperbool, nu wordt vol- 
daan door de coordinaten der snijpunten H, A^ N en B; deze 
punten zijn derbalve op de byperbool gelegen , waarmede de ge- 
noemde eigenscbap der punten H, A, N en B bewezen is. 

Nog valt op te merken, dat het punt N juist bet raakpunt van 
de beide cirkels C en B is. Immers, de lyn NB gaat door de 
middelpunten der beide cirkels en de straal van den cirkel B is , 
daar r® = J (a* -f- d*) is, de middellijn van den cirkel C. Door 
nu op te merken, dat JDO =: x zoowel als EGzuy positief moe- 
ten zijn, en bovendien DG zzzx (^ DR = r {/2 , verkrygen wy voor 
BO en BG de ar-y coordinaten van bet snypunt van de byper- 
bool in den cirkel B ; deze z\jn derbalve BM en MO, Nemen w|j 
dus I)G=. BM of EG = MO^ dan is bet punt Gy dus ook het 
punt /, en alzoo ook de lyn ZCjK" bepaald. Door nu den boek JTC-B 
door de l\jn CL middendoor te deelen , hebben wy ook den hoek 
ACB door de lynen CK en CL in drie gelyke deelen verdeeld. 

Noot van den Eedaeieur, 

Uoewel er ia OuaNBBT's ArcMv, T. 58, Hft. I, S. 98, eece dergelgke 
oplossing van ons vraagstak voorkomt , meeDde ik deze toch te moeten opne- 
men, daar zg mg in Mei 1875 is geworden, en dns mede oorspronkelgk is. 

B. B. D. H. 

12* 
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DE CIRKELS^ WELKB DBIB GE6EVEN CIBKELS ONDBR 

GELIJKE HOBKEN SNIJDEN. 

Doom Dr. JP. VAN WAQENINGEN Jzn. 



3, De vergelijkingen der drie gegeven cirkels stellen wy, dc 
coordinaat-assen reclithoekig nemende, 

P8 = (a:-.fl3)«4-(y-d3)« — V = 0. J 
De coordinaten der drie uitwendige gelijkvormigheids-middelpuii- 



ten zyn van /, 



u > 



van //• 



« * 



en van ///, 



« > 



^8^2 


— R^a^ 


R» 


-», 


R^a^ 


— iJjO, 


R, 


-«8 


R^tt^ 


— R^ct^ 



Rqt Ri 



en 



en 



en 



R^ — ^ 
R^h^ — R^^i 

Ri — -Sa 
R^o^ — • Rj^o^ 



R^ — — jK| 

Deze drie punten liggen op eene recbte l\jn, eene gelykvormig- 
heids-as; de vergelijking van deze gelykvormiglieids-as kan men 
schryven onder deze gedaante 



X , a 



1 ♦ «*«» 



'3 



1, 1, 1, 1 



= 



(2) 



Om eene gelgkvormigheids-as te verkrijgen, waarop twee inwen- 
dige geljjkvormigheids-middelpunten gelegen zijn, heeffc men slechts 
Iiet teeken van een van de stralen der gegeven cirkels om te kee- 
ren. Vergelgk daaromtrent de N<>*. 54 en 55 van myn Leerhoek 
der Analm Meetkumt. 

2. Zy P=r(ar — fl)« + (y— 5)« — fi« = 0. ; . . . (3) 

de vergelyking van een willekeurigen cirkel, dan heeft men over- 
eenkomstig de notatien van N^. 53 

PJa , 5) = i2« — 2RR^ Cos (RR^) ,] 
P^[a, b)-=:R^ — 2RR^Co8{RR<^jY .... (4) 
P3 (a , b) = R^ — 2RR^ Cos {RrJ) ;] 
waaruit door eliminatie van R^ en 222, 
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(5) 



= 0.(6) 



P^(a, 6), B^Co8{BR^), 1 
Pj(a, 6), B^Co8{RB^)^ 1 =0. 
^8(«, ^), B^Cos{BB^), 1 

Schryft men Toor de elementen in de eerste verlikaal-rij hunne 
waarden , en trekt men daarna de elementen van de derde verti- 
kaal-ry , met o* -h b^ vermenigvuldigd, van die der eerste af, dan 
wordt deze vergelijking 

«!* 4- ^4* — 2aia — 26^b — B^^ , 22^ Cos {BB^) , 1 
a^ H- V — 2aaa — 2b J> — B^^ , JZj Cos [BB^ , 1 
^'a* + V — 2flfa« — 2 V — ^3^ B^Coa^BB^), 1 

Deze is in a en d van den eersten graad, en derhalve de ver- 
gelijking van eene reclite lijn, als men a en 3 als veranderlyken 
beschouwt. 

Substitueert men voor a en ^ in de vergelyking onder den vonn 
(5) de coordinaten van het machtpnnt der drie gegeven cirkels, 
d. i. stelt men P, (a, b)z=: P^ (a , b) =z Psfa , 3), 
dan wordt aan de vergelijking voldaan; de verkregene vergelyking 
is derhalve die van de rechte Hjn, welke het middelpunt van den 
willekenrigen cirkel (3) met het machtpnnt van de drie gegeven 
cirkels vereenigt. 

Stelt men de hoeken (BB^), (BB^) en (BB^) onderling gel^k, 
dan vervalt de cosinns als factor uit (6), en deze wordt 

a^^'^b^^ — 2a^a — 2b^b — B^^, ^i , 1 



'^bJ — 2a^a^2bJ — BJ, 72, 



1*2 f 



= 0. 



(7) 

««' + ^t* — 2a^a — 2V - V » -^a > 1 
Deze is, met a en b als veranderlijken , de vergel^king der 
meetkunstige plaats van de middelpunten der cirkels, die drie ge- 
geven cirkels onder gelijke hoeken sn^den. Deze meetkunstige 
plaats is dus eene rechte lyn, gaande door het machtpnnt der 
gegeven cirkels; en door vergelyking van de coefficienten der ver- 
anderlyken in de vergelijkingen (7) en (2) zal men vinden , dat 
de gevondene meetkunstige plaats loodrecht op de gel^kvormig- 
heids-as staat. 

Wil men in plaats van een hoek van twee stralen, het supple- 
ment nemen, dan heeft men in een van de vergel\jkingen (4) 
slechts een cosinus van teeken te veranderen, hetgeen op het- 
zelfde neerkomt als een der stralen van de gegeven cirkels van 
teeken te veranderen. — Het resultaat is, dat in (7) dezelfde straal 
van teeken verandert. 
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Men verkrijgt dan ah meetkunstige plaats eene rechte lijn door 
het machtpunt, loodreclit op eene andere gelijkyormig1ieids-as 

3. Scbryven wij kortlieidslialve voor (/2fi|), {RR^ en {RR^) 
resp. <P^ , 0^ en 0^ , dan kan men do vergelijkingen (4) ontwikkeld 
aldus schryven 

0^9 -I- 3^2 — V + 2R^ Cos 4>a — 2(7,0 — 26^b -f- a« H-5«— iE«=0, ! (8) 
flf,« 4- V — R^^ -h 22?8fi Cb« 4)3 — 2(Jsa — 253^ + a* + J«_22*=0. J 

In plaats van ^|, ^^ en 0^ als gegevens te beschouwen, kun- 
nen w^' ons de grootheden B Co8 0^, B Cos 0^ en M Cos 0^ als 
zoodanig voorstellen; de vergelykingen (8) zijn dan van den eer 
sten graad in a , b en a* -|- 3* — R^ , welke grootheden dus kunnen 
worden opgelost* De vergelyking van den gevraagden cirkel 
schryvende a:« + y* — 2a?a— 25^^ + 0* -f-** — ^* = , • . . .(9) 
kunnen wij nu uit (8) en (9) de grootheden a, d en a^-fJ*— i2* 
elimineeren, waardoor men verkrygt 

iT* 4- y^ 
a^2 -4- b^'i — B^* 4- 222422 Cos (p^ , 
flj« 4. i,« — 22,« + 222j22 Cos 0^ , 
«3^ 4- V — ^3« + 222322 Cos 4)3 , 
voor de vergelijking van den gevraagden cirkel, als BCos^^i 
BCos0^ en BCos0^ gegeven zijn. 

Stelt men ^^ = (f , = ^3 = ^ , dan wordt deze vergelijking 



.222 (7^4) =0.(10) 



Deze is nu de vergelijking van een cirkel , die gelijke hoeken 
met de drie gegevene maakt. Door aan 22 Cos alle mogelijke 
waarden toe te kennen, verkrygt men een stelsel cirkels, die twee 
aan twee dezelfde machtlijn hebben, n.l. de lijn, waarvan de ver- 
gelyking is 

0, ar, y, 1 



X, 


y> 


1 


«1» 


^. 


1 


«2> 


b^. 


1 


^S > 


h> 


i 



z=0 



«»+y*. 


«. y. 1 




0, a?, y, 


1 


ai* + V — -Ri'. 


«j , Jj , 1 


+ 


22|, fl, , d| , 


1 


«8« + «i«— v. 


ffj) *2. 1 


■Sji ^a > *2 » 


1 


"s' + V — -B*'. 


<»S. *8» ^ 


^ 


■Ka> ^d » ^3 ' 


1 



^1 > «i . ^i > 


1 


^a> «2» ^«> 


1 


^8> ^8» h> 


1 



= 



(11) 



Deze is de gelijkvormigheids-as, waarop de drie uitwendige ge- 
lykvormigheids-middelpunten gelegen zijn. 
De cirkel 



= 0, . . . (12) 
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«8* 4- V — -^^3^ . ^8> ^8> 1 

welken wy nit ( 10) verkry gen door = 90® te stellen , is dus 
de cirkel, die de drie gegevene rechtlioekig snijdt. Hat middel- 
punt van dezcn cirkel is het machtpunt, en de straal is de raak- 
lijn nit dat punt aan een van de cirkels getrokken , zooals uit de 
vergelykingen (4) blijkt, wanneer men daarin de drie hoeken recht 
onderstelt, 

Hieruit vlocit nu eene constructie voort voor de cirkels, die drie 
gegeven cirkels raken. Eaken kan men beschouvfen als snijden 
onder hoeken van C of 180*. De cirkel , die de drie gegevene 
rechthoekig snijdt, en dien wij orthogonalen cirkel zoUen noe- 
men, is een cirkel van het stelsel (10). Beschouwen wij nu 
een gegeven cirkel, een gevraagden en den orthogonalen. De 
machtlijnen dezer cirkels twee aan twee gaan door een zelfde punt; 
de machtlijjn nu van den gevraagden en den orthogonalen cirkel 
is de gelijkvonnigheids-as , welke men kan construeeren ; de macht- 
lyn van den gegeven cirkel en den orthogonalen kan men trekken, 
ab men den orthogonalen cirkel geconstrueerd heeft; daardoor 
wordt het machtpunt van de drie beschouwde cirkels bekend. 
De machtlijn van twee elkaar rakende cirkels de gemeenschappe- 
lijke raaklijn aan het raakpunt zijnde, heeft men nu slechts uit 
het gevondene machtpunt eene raaklijn aan den gegeven cirkel te 
trekken ; het raakpunt vereenigt men met het middelpunt van den 
gegeven cirkel; en het snijpunt van deze lijn met de loodlijn 
uit het machtpunt der gegeven cirkels op de gelijkvormigheids-as 
neergelaten, is het middelpunt van den gevraagden cirkel. Daar 
men twee raaklijnen trekken kan, vindt men twee cirkels, en door 
dezelfde constructie met de vier gelijkvormigheids-assen te verrich- 
ten, vindt men in 't geheel acht cirkels. Het spreekt van zelf, dat 
het van den onderllngen stand der drie gegeven cirkels zal af- 
hangen, of er sommige van deze cirkels al dan niet werkelijk te 
construeeren zijn. 

4. Beschouwen wy een gegeven cirkel, den orthogonalen, en 
een willekeurigen in de vergelijking (10) begrepen cirkel, dan zien 
wij terstond in , dat de machtlijn van den eersten en den laatsten 
door het snypunt moet gaan van de gelijkvormigheids-as en de 
machtlyn van den gegeven en den orthogonalen cirkel; dat is het 
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punt , waamit wij straks eene raaklijn trokken aan den gegeven 
cirkel. Wy trekken dus door dat punt eene willekeurige lyn, die 
den gegeven cirkel sn^'dt, en uit bet middelpunt van den gegeven 
laten wg eene loocU^n daarop neer, tot deze de loodli^jn uit het 
inachtpant der gegeven cirkels op de gel^kvormigheids-as snijdt. 
Dit snijpunt is dan het middelpunt van een cirkel , die de drie 
gegevene onder gelijke hoeken snijdt , terw\jl de straal van dien 
cirkel nu mede in de figuur voorkomt, zoodat deze getrokken wot- 
den kan. 

5. Uit de eigenschap , dat de machtlgnen van drie cirkels twee 
aan twee door een zelfde punt gaan, volgi nu nog deze eigenschap 
der verkregene figuur. 

De machtlynen van een cirkel, die de drie gegevene onder gelijke 
hoeken sn^'dt, en ieder van de drie gegevene , vormen een driehoek, 
welks hoekpunten liggen op de machtl^nen der gegeven cirkels 
twee aan twee, en welks z\jden gaan door drie vaste punten op 
de gelijkvormigheids-as , welke voor alle cirkels in (LO) begrepen 
dezelfde z^'n. 

6. De coordinaten van bet middelpunt van den ortbogonalen 
cirkel (bet macbtpunt der drie gegevene) , die men vindt door de 
vergelykingen (8) naar a, b en a' -f- 5* — 22* op te lessen, na 
daarin de drie cosinussen = gesteld te bebben , zijn 



A = 



«i'H-V — V. «i. 1 




«i » ^1 . 1 


a^* + 6i* — Ri*, «,. I 


:2 


«a » ^2 » 1 


<»»* + V-R»'. *». 1 




«8, ^s> 1 


ai. V-t-*i'— «i'. 1 




a^ , 3| , 1 


«,. «,«f V--««». 1 


:2 


(Zj, 5j, I 


«,. V+V-'^s*. I 




«8> ^8» 1 



J5 = 



Stellen wij in (8) de drie cosinussen = -h I , dan vindt men 
voor de coordinaten van bet middelpunt van een der rakende 
cirkels , als w^ den straal R ' noemen , 

«,*4-V— ^i* + 2i?|^', ^, , 1 
a^'\'h^ — R^^2R^K\ ^2, I 

«8' + V— fi8*-H2fi3fl', ^3, 1 

Of , «i* + ^* — «i* -f- 2«4fi' , 1 

«8> «8* + V— «8*-+-2/?3«', 1 

Stellen wy in (8) de drie cosinussen = — 1 , dan vindt men 
voor de coordinaten van den anderen rakenden cirkel, als w^ den 
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-.2 


«j, 


««. 






«8» 


«8. 






«1. 
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:2 


««. 


h. 






«a. 


h. 
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a 



s > ^'s J 



8 • ^8 > 



straal R^ noemen, 

^a' + V — ^8*-2«3«', ^3, 1 

«i» ^4«-hV- «,* — 2ff4fl', 1 
3* = flj , flj* -h ^4* — E^ ~ 2/?afl' ,1 : Z a 
«8 ' V + V — /Ja*— 2«8«', 1 « 

en door middel van de eenvoudigste eigenschappen van determi- 
nanten yerifieert men nn de tw^ee betrekkingen 



1 
1 
1 

1 
1 
1 



^ = 



Wa' + B'a* 



en 3 = 



Rb'-hR'^' 



W-^R' fl' -h fl* ' 

welke aantoonen , dat het machtpunt der drie gegeven cirkels liet 
inwendige gelykvonniglieids-niiddelpunt is van de twee rakende 
cirkels, behooreude b|j dezelfde gelyk?ormigheids-as. 

Men toout even gemakkelijk aan » dat hetzelfde pant (A , B) 
bet inwendige gelijkvormigheids-middelpunt is van twee cirkels in 
(10) begrepen, en overeenkomende met supplementaire waarden 
van (p. 

7. Van het stelsel van drie cirkels, bestaande uit een gegeven 
en de twee rakende cirkels, zyn de twee raakpanten gelijkvormig- 
heidsmiddelpunten , en wel het eene een inwendig en het andere 
een uitwendig ; z\j moeten dns met het inwendige gelykvormigheids- 
middelpunt der rakende cirkels (^, B) in eene rechte lijn gelegen 
zyn. Deze lyn is de pooll^n van het pnnt op de gelijkvormig- 
heids-as , waaruit de raakl^'nen getrokken z\jn , en gaat dus door 
de pool van de gel^kvormigheids as. Zoo wij dus deze pool con- 
strueeren en met het machtpunt {A , B) vereenigen , vindt men 
zoo doende de raakpunten. Dit is de constructie van Gergonnb , 
AnnaleB de Malh^natiquea , Vol. VII , p. 289 , door Salmon in 
zijne Conic Sections vermeld. 

Men vindt bedoelde pool van de gelijkvormigheids-as ten opzichte 
van den gegeven cirkel, door het snqpunt der pooll^'nen van twee 
punten op deze as , waartoe zich dan dadelijk twee gelykvormig- 
heids-middelpunten leenen , welke laatste opmerking te vinden is 
in eene verhandeling van C. T. Anq-bb , getiteld : Betracktungen 
Uher rersckiedene Oegemtdnde der neueren Geometrie, Danzig, 1841. 
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CONVERCENTIE VAN REEK8EN MET COMPLEXE TERMEN. 

Door Dr. ^. BENTEEM Qz, 



!• Even als wij in Deel I (Hoofdstuk 11, Bladz. 131) door 
nieuwe bepalingen hebben moeten vaststellen, wat men onder de 
8om , het verschil enz. der complexe getallen hebbe te verstaan ; 
moeten wij , om over de convergentie en divergentie van reeksen 
met complexe termen te kunnen spreken , vooraf aangeven, welke 
beteekenis aan die woorden moet worden gehecht. Zoolang zulk 
eene reeks voorkomt in den vorm 



Oi -h \/— l.^i) -h (i^a -H V— l.S'a) + [Vz 4- V— l-fi's) -♦-••• » 
noemt men die reeks convergent, indien de beide reeksen 

V\ + /'a + /'s + i'* "I- 

en S'l -H S'a 4- S's -+- S'* + . . . . 

gelijktijdig convergeeren; divergent daarentegen, wanneer Eulks niet 
het geval is , of ook wanneer ^^n van beide of beide reeksen 
divergeeren. ^ 

Komt echter de reeks voor in den vorm 

dan kan de gewone bepaling van convergentie en divergentie van 
reeksen met reSele termen ook op die met complexe termen wor- 
den toegepast. Zulk eene reeks noemt men dan derbalve conver- 
gent of divergent , naargelang de grenswaarde , waartoe de som 
van een zeker aantal termen nadert, eene bepaalde eindige groot* 
heid is of niet. Wij "zullen ons bier aan deze laatste bepaling 
houden, en trachten eenige kenmerken van convergentie van ge- 
noemde reeksen af te leiden. 

2. In de Analysis wordt geleerd, dat, wanneer in de reeks 

fl| 4- flfj 4- «3 -h O4 4- flg -f~ ( ) 

slechts positieve termen voorkomen , en elke term dezer reeks is 
gelyk of grooter dan de volstrekte getallenwaarde *) van den ove^ 
eenkomstigen term der reeele reeks 



*) Door voUirekte geiallenwtiarde C^alear absolae) yao een complex of 
reeel geial verataat men rgne waarde, zonder dat daarbg gelet wordt op d<D 
richtings-coefficient, of m. a. w. de w&arde van den modnlus , wanneer meo 
van desen alleen zgne grootte op het oog heeft. 
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^1 4- ^a H- *s + ^4 "*" ^6 "*" • • • • » 
zoodati met het oog op die getallenwaarde) voor elke waarde van k 

^* — ^» ^^> ^^^ 2al deze laatste reeks convergeeren , indien de 
eerste convergeert. 

Deze stalling geldt ook , wanneer b^, 3j , ig , . . . . willekeurige 
complexe getallen voorstellen. De eigenschap , dat de modulus 
van de som van n complexe getallen niet grooter kan zijn dan de 
som der moduli dier getallen (t.a.p. N^. 16), geldt namelijk voor 
elke waarde van n , en dus ook voor w = oo ; is dus 

a^/x^ + a^/a^ ■+• a^/x^ -f- a^/x^ 4- .... = c/y , 

dan is c < a^ -f- ^ j -f- Ag -f- (7^ -4- • • • • 

Convergeert dus de reeele reeks (2) 

«| -h ''a -h «$ -H fl^-H «5 -I- . . . . , . . . . . . (2) 

dan moot zulks ook het geval z^'n met de complexe reeks 

a^/x^ -f- o^/»i -H ^s/^a *+- a^/x^ 4- (3) 

Wij hebben dus dit kenmerk 

Mne reeH van complexe getallen zal onvoorwaardelijk convergeeren ^ 

indien de reeks der moduli , in voldrekten zin genomen^ convergeert *). 

3. In plaats van ons verder met de algemeene reeks (3) bezig 

te bouden , zullen wij het bijzonder geval nagaan , dat x^ = 2«| , 

^3 = 3«| , , . . . en dus de genoemde reeks overgaat in 

a^/x -+- a^/2x 4- «3/3« -|- a^f^x -f- . . . . ; , . . (4) 
vooraf vermelden wij echter de volgende toepassiogen van bet 
voorgaande. 

1®. Zijn de reeksen 

Oi/«i 4- h/h "H h/h 4- ^4/^4 4- . . . . 
en l^f^^ 4- ^a/lSj 4- ^g/Ps 4- h^f^^^ -h . . . . 

van dien aard , dat de reeks , die gevormd wordt uit de som der 
produkten der overeenkomstige moduli , in volstrekten zin genomen 



*) Een ander eenvondig bewgs van dit keomerk is het volgende. Conver- 
geert de reeks fl^ 4" «2 4- flg 4- ''f* 4* flg 4- • • • • j 
dan is zalks ook het geval met de reeksen 

«! Cos «C| 4- ^ ^0% At) 4- ct% C08 «3 4- ^4 ^08 0^4 4* • • • • 

en «| ^» «4 4- flfj 'S'm pt^ 4~ ^s ^^ *» 4- ^4 ^i^ «4 4- • • • • ; 

en bijgevolg ook met de reeks 

fl| (jCo8 »^ 4- i Sin x^) 4- flj {Cos Oj 4- * Sin x.^) -f- 
4- 03 {C08 *8 4- « Sin x^) 4- a^{Co8 x^ 4- i Sin a^) 4-« • . .. 
waarvoor men kan schr^ven: 

fli/«i 4- Oa/«a 4- ^s/^s 4- «4/«4 4- • • • • 
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convergeert , dan zal zulks ook het geval zijjo met de reeks , die 
bestaat uit de som der produkten hunner overeenkomstige termen, 
dat is met de reeks *) 

"AA^i + ^^) + «A/{«« + Pa) + H\Hh 4- Pa) H 

Zijn das C| , c^ , Cg , • . • . willekenrige eindige complexe getallen , 
dan convergeert ook de reeks 

2®. Voor £1* < 1 convergeert de reeks 

1 4- fl -f a* -H a' 4- fl* -h . . . . , 
dit zal dus ook het geval zijn met de reeks 

i 4- afot, 4- a^f2x 4- 4- a^fZx 4- a^/^gt 4- . . . . 
of, wat hetzelfde is, met de reeks 

1 4- CL/ot 4- (fl/«)* 4- {a/oLf 4- («/«)* 4- . . . . 
Door beschouwingen , die overeenkomen met die , welke bij de 
sommatie van • oneindig afdalende meetkundige reeksen van reken- 
kundige getallen worden gevolgd, vindt men voor de limiet van 
de som der complexe reeks 

y^ 1/0 ^ -Hi 

1/0 — a/» 4-1 — a/x ' 
en in verband met formule (8) t.a.p. 

^_ 4-l— g/(2y — «) 
4-1 — 2aCo8ti 4- a** 
8^. Convergeert de reeele reeks 

dan is zulks ook het geval met de complexe reeks 

H H" «i^/« 4- ^jC^/*)* -4- «j»(^/«)^ 4- • • • • 
4®. Convergeert de binomiale reeks 

1 4- (1) a 4- (2) a« 4- (3) a» -h (4) a* 4- 

dan convergeert ook de reeks 

1 -|. (1) a/it 4- (2) a«/2« 4- (3) o8/3« 4- (4) ft*/4« 4- ; 

en alsdan is deze reeks de ontwikkeling van den vorm (1 4-^/«)*. 
Laat men in die reeks de teekens omwisselen, dan zal de daar- 
door verkregen reeks 

1 _ (1) a/et 4- (2) fl«/2« — (s) fl»/3« -+- 0) «*/*« — 

*) Caught, Coun d^Jnal, algSbr. Paris, 1821 « Chap. IX. 
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onder dezelfde voorwaarde convergeeren, en dan ook de ontwikke- 
ling voorstellen van den vorm (1— a^a)*. 



4. Boven zagen wij , dat de reeks 

a^f* "H «9/2« -h a^/Ba -f- a^f^m -H (4) 

onvooTwaardel^k convergeert, indien zulks het geval is met de 

reeks der moduli ff| -H flg -h fls + ^4 + ^5 + (2) 

Thans zullen w^' onderzoeken , of de conyei^entie dezer laatste 

reeks eene noodzakelijke voorwaarde is voor die der complexe 

reeks (4). Wij onderscheiden daarbij de volgende vier gevallen. 

a. alle moduli zi^jn gel\jk; b. de moduli worden voortdurend groo- 

ter; e. de moduli worden voortdurend kleiner, maar zoo dat 

Grens ajt eene eindige grootheid is ^ die van nul verscliilt; en d. de 

moduli worden voortdurend kleiner en Grens ajc is gelijk aan nul. 

a. De moduli zijn gel^k en dus a^ =z: e^^ = ^s =•••• = aib ^=^ ••>• ; 
in dit geval kan de complexe reeks (4) geschreven worden in 
den vorm Oj (l/« 4- l/2« -f- 1/Za -H l/4« -+- ) • . (5) 

Nu is 

l/a+ l/2ae + l/3^4-> . . .+ 1/^^ = "*" ^ ~/^^! t ^^ ^ >*) 

voor eene oneindig toenemende waarde van ^ nadert deze waarde 
geene bepaalde grens, zoodat ook de waarde der reeks (5) geene 
bepaalde grens nadert, en derhaWe de reeks (4) divergeert. 

b. De moduli nemen voortdurend toe en vormen dus eene op* 
klimmende reeks; in dit geval zal de reeks (4) nog des te meer 
divergeeren. 



*) Of aldns. XJit 

^ ^ ^ « . , ^ y Sin (k -{^ \) a ---^ Sin ia 

2Sinia 
en 

8iHa+ Sin 2a + 5i» 8a +. . . .+ Sin X:a = ^ ^J\ ^ ^ 

2 iJtn ^a 

Tolgt 

1/a + l/2a H- l/8a ^.. ; . .-f- l/k<z = 

= ^ l—Sin Ja 4- I Cm ia + /Sm(^-f. i)a - i Co*(^ + i)a] = 
2 oiin ^a 

_ 1 r, ^*+« . 1 ^ SiT -t- (2^ + 1) a 1 

~ 2^rp L -^"T" "^ ^-^ 2 J ' 

Toor eene oneindig toenemende waarde van ^, enz., zie boTen. 
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o. De moduli warden vooriduread kleiner, maar zoo dai Grens 
Ck eene eindige grootheid is ; is nu Grens ajt z=z K, dan kan men 
de complexe reeks splitsen in de som van de beide reeksen 
{«! — ^)/* + («2 — ^)/2« -H (fl, — A)/3« +..... 
^ A/« + A/2a -H A/3a -!-...•; 
waarvan de laatste volgens het bovengezegde divergeert , terw^l de 
eerste, zoo als uit het yolgende (zie d.) blgkt, convergeert bekalve 
Yoor a::^0 en =: 2n9F ; zoodat ook in dit geval de reeks (4) steeds 
zal divergeeren , w^l zolks ook yoor a z= en = 2n9r het geval is. 

d. Laat eindel^k de moduli voortdurend afnemen en Grens 
Aifc = zijn ; nu is 

(0- «,) + («, — fla) + (aj — «t)+(«8 — «4)-H •••• 
eene convergente reeks, wier som tot de grenswaarde nadert; 

derhalye oonyergeert nu ook de reeks 

(0 — «|)/« H- («! — a^)/2a + (oj — a^/Zct. + (a, — <^aj/^ + •••• 

waarvoor men kan schrijjyen 

0/a4.(— l4-l/a)fl^/a+(— 1-f 1 /a)aj/2a+(-^l+ l/a)fl,/3a+.M 

en bggeyolg ook 

(—14. \/oi) {a^foL 4. flj/2a + flg/Sa -f- a4/4a +..•.)• 

Daar nu de grenswaarde yan dit produkt eene bepaalde eindige 
grootheid moet zyn, zal zulks ook het geyal moeten zijn met de 
grenswaarde yan den factor 

«i^a + flj^2a 4- a^/Za 4- a^^da 4-. • • ,, 
yoor zooyer namel\jk de standyastige factor — 1 + 1^« ^^ ^^ 
yerschilt, dat is yoor alle waarden yan a, behalye yoor as=0 
en a = 2nw, 

De reeJce ai/ct 4- a^/2» 4- a^/3x 4- a^/^tt + (4) 

j?aZ £?tf« «^e&(2s convergeeren^ toanneer a van m 2nx verecMU en de 
moduli voortdurend zoodanig afnemen^ dai Grens /tj^ = m, en dat zelfs 
dan nog, wanneer de reeks der moduli op zich zelye diyergeert *)• 

Hoewel b^'yoorbeeld de reeks 

14-i4-|H-i-*-j4- .... 
diyergent is, is de daaruit afgeleide reeks 

1/ji 4- \/2a + J/3« 4- i/4a 4- |/6« 4- • . . . 
conyergent yoor alle waarden yan «, behalve yoor « = en a =: 2)if • 
Voor « =r x- gaat zy oyer in de conyergente reeks 



*) Zie ScREiBMEB, Veher unendliche Reihen^ 1860. S. 9. Voor a=ff vol* 
gen uit dit algemeene kenmerk onmiddellijk de meer b|jzondere voor de reiele 
reeksen met afwisselende teekens. 



191 

— 1 + * — f + i — f + J — f4-.... 

5. Uit d« convergentie van de complexe reeks (4) kan men die 
yan de reeks met afwisselende teekens 

a^foL — flr5^2« -h flj^Sa — a4^4« 4- (6) 

gemakkelijk afleiden. Yervangt men namelijk in de reeks (4) 
« door 5r 4- «, dan zal de daardoor verkregen reeks 
«i/(^ 4- «) + a^/{29r + 2«) + a^/(H9r 4- 3*) -+• a^/^^w-^ 4«) + .... 
of — a^/tt'f'a^/2ct — fl8^8«T-flr4^4di— ... . 

convergeeren , indien t + a van en 2fijr, of wat hetselfde is, 
indien « van (2» — l)3r verschilt. 

Worden derJialve de moduli der reekaen 

Oi/ti 4- a^/2a 4- o^/^» 4- a^f^oL 4- (4) 

6» ff|/« — a^/2a 4- a^/ScA — a^/iet 4- (6) 

voortdurend kleiner en U Grens a^^ = , e^it itm^^ ^^'e^ reekaen 
convergeeren^ behalve de eersle voor aczzzO en a^=z2nit, en de lacUste 
voor » = (2« — 1) 5r. 



6. Wat eindel^k de toepassing van de hoofdbewerkingen der 
rekenkunde met complexe reeksen betreft, is het gemakkel^k na te 
gaan, dat biervan hetzelfde geldt als van de bewerkingen met reeele 
reeksen. Het bew^'s voor de eigenschap dat „de som van twee 
convergente reeksen voor de gemeenscbappelyke waarde voor welke 
beide convergeeren, weder eene convergente reeks vormt, en dat 
de limiet van de som dezer laatste reeks geli^jk is aan de som der 
limieten van de sommen der eerstgenoemde reeksen", geldt zoowel 
voor complexe als voor reeele reeksen; terwyl de overeenkomstige 
eigenschap voor bet produkt van twee reeksen: „bevatten de 
convergeerende reeele reeksen 

Oq 4- «i^ 4- <v' + ^8^ -H* • • • 

en ^0 "*" ^i^ + ^a^' + *3«* 4-. . . . 

slechts positieve termen, dan is bun produkt identiek met 

en de limiet van de som dezer reeks gelijk aan bet produkt van 
de limieten van de sommen der gegeven reeksen", onmiddellyk uit 
de convergentie der complexe reeksen 

<»o + f^i^/» 4- «2 {^/«)' + «a (^/«)* 4- • . . . 

en Co^o -r ( Vi 4- «i^o) ^/« + ( V« 4- ^ih 4- «a*o) (^/«)' 4- • . • . 
kan worden afgeleid. 
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7. Ten slotte merken w^ hier nog op, dat ook de eigenschappen 
van de dubbelreeksen met geringe wigziging bl^'ven gelden in bet 
geyal, dat zy complexe termen bevatten. Indian byv. de positieve 
dubbelreeks an -H a^^z + «i««' +. . . . 

-H «it + «ii^4- «i8^* +. . . . 

+ «ai -f- «54^+ ««««* -H. • . . 

+ 

convergeert voor eene positieve waarde van g, g :=iZQf dan zal zy 
blyven convergeeren y wanneer men z door de complexe waarde 
zfa vervangt, yoor elke waarde van Zy die gel\jk of kleiner is 
daD i?0. 



GESCHIEDENIS EN BIBLIOGRAPHIE 

DEB 

WISKVNDE. 



JOHANNES BERNOUILLI, EN ZIJN STRIJD OVER HET 
BEGINSEL DER LEVENDIGE KRACHTEN. 

Door Db. P. VAN OEBB. 



Het is myn doel niet in dit korte opstel den belangrijken en 

langdurigen stryd over het beginsel der levendige krachten uitvoe- 

rig en in zyn geheel te beschrijven. In verschillende werken 

(MoNTUCLA, Lagbange) vindt men hem meer of minder volledig 

opgeteekend ; noch niet lang geleden verscheen het bekroond prijs- 

schrift: Kritische Geachichte der allgemeinen Prindpien der Mechanik, 

von Dr. E. DiiHBiNG, (Berlin y Verlag von Theobald Griehen) ^ 

dat in vela opzichten voor de studie van de geschiedenis der 

exacte wetenschappen aanbeveling verdient, en waar men in het 

2" Hoofdstuk van de 3« Afdeeling een volledig overzicht verkrijgt 

van alles wat de wetonschappelijke waarde en geschiedenis van het 

genoemde beginsel betreft. Hier wilde ik slechts de aandacht 

vestigen op eene episode nit dien str^d, die minder algemeen 

bekend kan geacht worden, omdat zy eerst aan het licht is geko- 

men door de uitgave van een in de Fransche taal geschreven 

epistel van Johavnes Bbbnouilli aan db Maibait; een brief, 

die tot voor twee jaren in het stof der Academische Bibliotheek 

te Bazel lag begraven , en toen door de zorg van d^n bibliothecaris 

is opgedolven en uitgegeven. Dit had plaats by gelegenheid van 

een feest aan die universiteit ; het werkje schijnt niet op de gewone 

wyze in den handel te zijn gebracht, maar toen bij de luisterrijke 

viering van het jubileum der Leidsche Hoogeschool de buitenland- 

sche Universiteiten met adressen en feestgeschenken hnnne deel- 

neming kwamen betuigen, brachten de afgezanten van Bazel ook 

18 
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eenige exemplaren van liet werkje mede, en ontving ik een daarvan 
door bemiddeling van den geachten Conservator der Academiscbe 
Bibliotheek alhier. In verband met andere saken, waarvan ik in 
een vroeger werkje *) een en ander vermpldde, kwam my die brief 
zoo belangrijk voor, dat ik niet kon nalaten de geschiedenis , 
waarop hy betrekking had, nogmaals na te gaan, en bet reaultaat 
myner onderzoekingen in dit opstel near te leggen, in de ver- 
wacbting, dat deze kleine bydrage tot de geschiedenis van een der 
belangrykste beginselen der theoretiscbe mecbanica aan de lezers 
van dit tydscbrift niet onwelkom zal zyn. 



I. 

In de geschiedenis der wiskundige wetenschappeu worden wci- 
nige namen zoo eervol vermeld als die van de Bazelsche familic 
Bbbnouillt* Drie of vier achtereenvolgende geslachtea staan in 
de historische gedenkboeken aangeteekend ; gedurende anderbalve 
eeuw speelt die naam een hoofdrol by elken stryd en de voor- 
naamste ontdekkingen op het gebied der mathesis en aanverwante 
vakken. Van alle personen, die den naam van het geslacht opbiel- 
den, wordt een gelukkig en eervol, van den meeste daarby een 
langdurig leven vermeld. Een van de twee voomaamsten uit het 
geslacht is Johankes Bbbnouilli, geboren in 1667, gestorven in 
1748; by was dus tijdgenoot van de groote mannen uit de ker- 
levingsperiode der natuurwetenschappeu , van Nbwton, Leibhttz, 
HuxaEKS ; en beeft met zyn leerling Euleb en zyne zonen kracb« 
tig meegewerkt aan de ultbreiding der moderne mathesis, Niet 
minder bekend is zyn tweede zoon Da5i£l, (geb. 1700, gest. 
1782) y die eerst als leerling de voetstappen zyns vaders drnkte, 
doch weldra als zyn' gelukkigen mededinger optrad. Leest men 
de gewone levensberichten van deze beide geleerden, dan ontvangt 
men den indruk niet alleen van het gelukkige en gezegende van 
bun leven, maar ook van den volkomen harmonic, waarin yader 
en zoon leefden, van den trots, waarmedc de oudste de vorderin- 
gen van den jongste gadesloeg , van den kinderlyken eerbied , 
waarmedc deze tot gencn opzag. Hoe verandert echter die indruk , 
wanneer men door latere en naawkeuriger berichten tot de kennis 



*) Ondenoik iener byzondere oaiaUndigheid der eentrale htwegiug^ I Hoofd- 
staky HitiorUehi tceUehting, 
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ran het intieme leven van deze geleerden . tracht door te dringen. 
Omstreeks het midden dezer eeuw verscheen te St. Petersbarg de 
Correspondance math/maiique et physique de quelques cdlehrea geomUrei 
du 18«. sQcUy waarin eene geheele reeks brieven van beide geleer- 
den aan hnn gemeenschappel^jken vriend Euleb voorkomt. Hierin 
Icest men niet zonder verrassing, hoe de vader zich beklaagt over 
de waanwflsheid van zyn zoon en Euler roemt, waar deze den jon- 
gen mededinger eens duchtig op z^ne plaats zet; hoe omgekeerd 
de zoon in later jaren niet zonder grond zyn vader beschuldigt 
van plagiaat tegenover z^n eigen zoon gepleegd, en een langen, 
in zyn eigenaardige uit Fransch, Duitsch en Lat^'n gemengde taal 
geschreven, brief vol klachten over de ongepaste handelw^'ze z^ns 
vaders aan zyn lieven vriend opzendt. 

Het heeft onzen JoHiiNNES Bebkouilli ook gedurende zjjn leven 
allerminst aan eerbew^jzen ontbroken. Hy was in brlefwisseling 
en verkeerde met de grootste geleerden van zijn tijd. Leibnitz 
vooral was zyn bijzondere vriend, met wien hg voorldurend eene 
levendige correspondentie onderhield, die later is nitgegeven, en 
vele, zoowel politieke als wetenschappelyke merkwaardigheden bevat. 
Hij was gedurende eenige jaren aan het einde der zeventiende eeuw 
Hoogleeraar te Groningen, waar hy mathesis en physica doceerde. 
Zoowel de Hoogeschool van Utrecht als die van Leiden hebben 
alle pogingen in het werk gesteld om hem te lokken, doch h\j 
weerstond al die eervolle aanbiedingen; en toen hem later de gele- 
genheid werd geopend om in z\jn eigene vaderstad als hoogleeraar 
op te tredeuy gaf h^* zelfs z\)ne betrekking te Groningen pr^js, en 
verliet ons land, om naar Bazel terug te keeren, waar hij geSerd 
en geacht zijn verder langdurig en werkzaam leven doorbracht. 

De strijd over het beginsel der levendige krachten was reeds in 
vollen gang, toen Bebnouilli, in Bazel teruggekeerd , zich als 
kampvechter in het perk vertoonde. Het is hier, zoo als ik hier« 
boven reeds te kennen gaf, volstrekt mijn doel niet in zuiver weten- 
schappelyke beschouwingen te treden , en zal mij dns bepalen tot 
de vermelding van zooveel, als tot recht inzicht dezer byzondere 
geschiedenis onmisbaar is. Leibnitz beweerde, in aansluiting by 
een vroeger door onzen grooten landgenoot Chbistiaajt Hutgens 
ontwikkeld denkbeeld, dat de maat der krachten moest gezocht 
word en in het product van de massa en het vierknnt der snelheid. 
Hierin werd hy heftig bestreden door de Cartesianen, die vol- 
hielden, dat de ware maat der krachten in het product van de 

18» 
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massa en de enkele snelheid was gelegen. Deze striijd, gedarende 
meer dan eene eeuw tusschen de grootste wisknndigen gevoerd, 
is eerst in onzen tijd tot beslissing gekomen. 

JoHANiiBS Bbbkouilli bestreed in den beginne de ziensw^jze 
van zyn vriend Leibnitz, maar kwam weldra na rijp onderzoek 
tot de overtuiging , dat zij de ware was , en bevestigde haar ver- 
yolgens door tal van voorbeelden, door diepzinnige metaphysiscbe 
beschouwingen en matbematische ontwikkelingen. Nog was de strijd 
kalm en ward bet vuiir slecbts smeulende gebouden , toen de Aca- 
demie van wetenscbappen te Parys, bet voomaamste wetenschap- 
pelyke licbaam van die dagen , een prijsvraag nitscbreef over de 
„overbrenging van beweging by de botsing der licbamen' , zijnde 
een onderwerp, dat met bet str^jdpant in bet nauwste verband 
stond. De prysvraag was eene dubbele; bet eerste gedeelte, over 
de wetten bij de botsing van onveerkracbtige licbamen, moest in 
1724, bet tweede gedeelte, over de botsing bij veerkrachtige 
licbamen, twee jaren later beantwoord worden. Voor elk der 
bekroonde gescbriften was de aanzienlijke prijs van 2500 livres 
bestemd. 

• Bg den eersten wedstryd werd onder verscbillende ingekomen 
verbandelingen, die van Maolaubin, den bekenden Engelscben 
wisknndige, bekroond. Tusscben de beide bekroningen valt de 
genoemde brief van Bebkouilli aan db Mjliban, Yoorzitter van 
de Commissie ter beoordeeling der prijs vragen. Van dezen brief, 
die een gebeel nieuw licbt werpt op den wedstryd en zyn uitslag, 
ga ik nu een en ander meedeelen, waarby moet opgemerkt worden, 
dat de bekroonde verbandeling van Maolaubik toen reeds van 
wege de Far\jscbe Academie was gedrukt. 

Bbbkottilli begint met gewone vriendscbapsbetuigingen , maar 
weldra valt by gebeel in den stryd, die blijkbaar al zyne gedacb- 
ten bezig bield. Hy verbeelt niet , dat de lange verbandeling, 
die door de Commissie om verscbillende af keurende redenen. was 
ter zyde gelegd, van zyne band is. Hy brengt al dadelyk zyn 
vriend , die bet rapport bad opgesteld , in tegenspraak met zicb 
zelven, door aan te wyzen, boe de beginselen, die in zijne ver- 
bandeling worden a%ekeurd, ook tot grondslag dienen vaa een 
opstel door db MAnuiK een paar jaar vroeger over een verwant 
onderwerp gescbreven. In fijne en beleefde termen scbrijft hy 
yerder, boe bij zicb volstrekt niet wendt tot den Voorzitter der 
Academic, wiens rapport by moet eerbiedigen, maar tot zyu vriend. 
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wien by in vertrouwen eenige bedenkingen wenscht mee te deelen. 
Met eene uitvoerigheid, die voor ons geheel overbodig is, beschrijft 
hij, hoe er in de natuur geene voJkomen onveerkraclitige lichamen 
bestaan, en dus de prijsvraag, letterlijk opgevat , eigenlijk eene 
divaasheid is; dat hij daarom eene kleine verandering in de opgave 
heeft gebracht , waardoor de vraag en met de wetenschap en met 
de toepassing op de voorwerpen der natuur in overeenstemming 
komt. Hij beroept zich hierbij op Huygens, die de zaak uit vol- 
komen hetzelfde oogpunt had beschouwd, en wijst op de vooroor- 
deelen van db Maiban's medeleden in de Commissie , waarvan 
deze zelf vroeger het slachtoffer is geweest. Hij wyst er op, hoe 
die leden partijmannen zijn, die reeds vroeger van hunne vijand- 
schap tegen Leibnitz' theorema hadden biijk gegeven, en nu gretig 
de gelegenheid waargenomen, om in de veroordeeling van dit stuk 
hunne tegenstanders een gevoeligen slag toe te brengen, — hoe 
zij in het opstel van Maclatjbtn een steun meenden <e vinden 
voor hunne zienswijze , en in lijnrechte tegenspraak vervielen door 
goed te keuren , wat vroeger in een stuk .van djs Maiban werd 
bestreden. 

Vervolgens gaat hij over tot eene korte analyse van de verhan- 
deling van Maolaubin en leidt die in met deze woorden: „je 
„m'attendoi8 a voir un Discours long, fleuri et pompeux, capable 
„de persuader plutot que de convaincre par des tours de finesse, 
„par des expressions Choisies et surtout par de petites subtilites 
„dont il serait difficile de decouvrir le faux; mais rien de tout 
wcela ; je voi la une pifece qui ne contient que 20 pages de la 
jjfaqon de TAuteur, qui semble avoir 4t6 ^crite a la hate etassez 
„cavalierement, ou on ne voit regner ni esprit ni invention ni force 
„de meditation; je croi que tout' mechant Ecrivain que je suis, 
„je ne demanderois qu'une Couple de jours, pour Composer un 
„ecrit de cette fa9on-la , au lieu que mon Discours, ce que je n'ai 
„pas honte d'avouer, m'a occupd plus de deux mois pour le ren- 
„dre le plus digne qu'il m'etoit possible d'etre present^ a des 
„Juges aussi ^clairds que sont ceux qui compbsent TUlustre Corps 
„de votre Academic. L'^crit de Mr. Maolatjbik est partage en 
„4 sections, je vai parler de chacune". 

Nu volgt de ontleding; stuk voor stuk wordt de verhandeling 
besproken ; alle beginselen worden onderzocht , alle hypothesen 
getoetst ; alle uitkomsten nagewerkt. Niets blijft staan voor zijne 
scherpe kritiek, hij voorspelt, dat wanneer cenmaal zijn eigen stuk 
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het licht ziet , zelfs Maolaubin zal moeteu cikennen , dat diens 
verhandeling de grofste dwalingen be vat, die noocbsakelijk moeteu 
terug getrokken worden. Dan eerst zal de waarheid aan hetiicht 
komen , die nu op schandelijke wyze door Let oordeel der commis- 
sie is verkraclit. 

^Faut il done men cher Monsieur , que Terreur triomphe , qu' 
„elle soit couronn^e, et que la verity snccombe? C'est une cbose 
„deplorable de voir qu'une fausse apparence Temporte sur le vrai , 
„le creux sur le solide, une cbim^re sur le reM et cela seulement 
„parc4ue Messieurs les Examinateurs n'ont pas fait toutes les 
„r^flexions n^cessaires se laissant. entrainer je ne S9ai par quelles 
„pr6vention8 , qui les occupoient depuis fort longtemps en fayeur 
„d'une opinion erron^e et enracin^e". 

Eenmaal tot die boogte gekomen, outziet zijne verontwaardiging 
ook de geaebte recbters niet meer. 

^Car ne pouvant rien produire qui put plaire par la grace de 
^nouvaut^ ou qui sentit une profonde et ing^nieuse meditation , 
„il s'avisa de surprendre Messrs les Juges en leur jettant de la 
„pou5siere aux yeux et en leur faisant accroire que ses mis^rables 
^paralogismes de la seconde section ^taient des armes invincibles 
„pour combattre le systeme des forces vives , centre leqael ils 
„n'^toient d^ja que trop pr^venus; moyen facile par consequent 
„pour s'attirer leur applaudissement universel*'. 

Eindeljjk wendt hQ zich persoonlyk tot zijn vriend den yoorzit- 
ter; ook deze ontyaugt nu de yolle laag en een welyerdiende 
tucbtiging. 

„Vous ^tudier^s , dites Vous , quelque jour a fond les forces 
„vives, et vous tacber^s de bien entrer dans ce que j'ai pens^ sur 
„cette matiere, mais j'aurois soubait^ que Vous Teussi^s fait et 
„Mrs vos confreres avant la distrubition du prix , je suis assux^ 
„que Mr. Mac-Laurin ne Taurait pas remport^". 

Uierua komt b\j nog eens tot zjjne eigene verbandeling terug, 
en wigst aan , boe zijj niet alleen volkomen aan de prijjsyraag be- 
antwoordt , maar zelfs veel meer bevat ; zijn stuk is zoo ruim en 
algemeen , dat bet tevens kan meedingen voor de tweede prijs- 
vraag, waarom by bet in banden der Commissie laat, in de hoop 
op beter uitslag. 

Aan bet slot van den brief wordt zijn toon weer wat ssacbter 
en de stemming kalmer. Hi|j roemt Maolaitbin en zyne oyerige 
werken, die bij zeer op prijs stelt , doob komt op tegen zijno 
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Newton-afgoderij , waardoor hy blind wordt voor alles , wat bui- 
ten dien geleerden in vroeger of later dagen in de wetenschap is 
verricht, Hij maakt verontschuldigingen over zyn heftigen toon, 
en belooft, dat wanneer hij bet voorrecht eena heeft zyn vriend 
te spreken , deze de kamer niet zal verlaten , eer by van de waar- 
beid van bet beginsei der levendige kracbten is overtuigd , met 
dezelfde zekerbeid, als waarmede by aanneemt, dat de som der 
drie boeken van een recbtlynigen drieboek twee recbte boeke^ 
bedraagt. 

Hij eindigt met eenige diepzinnige opmerkingen over* andere 
wetenscbappelyke onderwerpen, die toen aan de orde van den 
dag waren. 

Zoo is in bet kort de in bond van den merkwaardigen brief, 
die juist anderbalve eeuw in een arcbief lag begraven , eer by 
bet licbt zag. 



II. 

Deze brief, gericbt aan den voorzitter van de commissie ter be- ' 
oordeeling der prysvragen, was, volgens de gewoonte dier dagen, 
blykbaar bestemd om onder de leden te circuleeren; er beboeft 
ook nauwelyks aan getwyfeld te worden, dat by tot bun aller 
kennis is gekomen. Die nu meent, dat by een gunstigen invloed 
nitoefende, en ben ernstig over de zaak en de daarmee samen- 
bangende strydpunten deed nadenken ^ boudt geene rekening met 
de menscbelyke zwakbeid. De leden badden immers reeds te vo- 
ren een ander stuk bekroond, niet omdat bet voortreffelijker was, 
maar omdat bet de meening verkondigde, die ook zy aanbingen, 
en de opvatting bestreed, die ook zij vyandig waren, Zouden zy 
op bun oordeel terug komen, en zoo voor de gebeele geleerde 
wereld erkennen , dat zy vroeger dwaalden en nu tot andere in- 
zicbten waren gebracbt? De erkentenis van zulk eene dwaling 
was te veel gevergd van bet voornaamste wetenscbappelyke licbaam 
der bescbaafde wereld. 

Toen twee jaar later weer de antwoorden op de gestelde prys- 
vraag moesten beoordeeld worden, werd op nieuw de verbandeling 
van BsBironiLLi ter zyde gelegd, en de pry's toegekend aan bet 
stuk van den Mp^re Ma.ziI:bb, pretre de roratoire'\ 

Een zonderling gevoel overkomt bem, die in de verzameling 
„Pieces qui ont remport^ les prix" de genoemde verbandeUngeu 
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opelaat en nagaat. In die yan Maclaubin is , zooals yan dien 
voortreffemken wiskundige kan verwacht worden, veel, dat goed 
en waar is, op te merken ; de behandeUng is dementair, de uit- 
komsten z\jn over het algemeen jnist , hoewel onvolledig , zoodat 
het onderwerp volstrekt niet tot zijn voUe recht komt; het yoor- 
naamsto, dat er voor ons nog uit te leeren'Talt, bestaat joist 
hierin, dat ook de krachtsbepaling volgens Desoabtss tot goede 
uitkomsten in dergel^ke vraagstukken kan vo^en. Maar wat te 
zeggen van het bekroonde opstel van den jeznit? De str^jd over 
de ware maat der krachten was nog eerst in zijne wording , en 
hQ begint met voor op te stellen , dat er geen sprake van. ver- 
seliil meer wezen kan; dat zijne tegenstanders afdoende op hnn 
plaats zjjn gezet, en men niet meer bevreesd behoeft te z^n, dat 
hunne meening eenigen ingang zal vinden , zoodat hij zich. ont- 
houden kan om er iets tegen te zeggen , en zign uitgangspont ala 
axioma vooropstelt. Welk een zonderling denkbeeld verkr\jgt men 
van den wetenschappel^jken geest van dien man, wanneer men iets 
verder leest : „Pieu est cause premi&e , ou pour mieiix dire , 
cause unique de tous les mouvemens qu'il produit comme il lui 
plait, suivant les loix invariables que nous expliquons." Het ge- 
heele stuk bangt samen van dergel^jke uitdrukkingen, en leert vol- 
strekt niets nieuws aangaande het belangrgke vraagstuk, dat als 
prysvraag was opgegeven. 

Door een merkwaardigen samenloop van omstandigheden , die 
straks nader zal verklaard worden, is in de genoemde verzame- 
liug de verhandeling van Bebnouilli, hoewel niet bekroond, 
toch gedrukt juist achter' die van den jezuit. Qeen naam van den 
schr^jver behoeft er boven te staan, geene lofredenen tot inleiding, 
geen eervolle verm elding van den behaalden prys. De uitvoerige 
verhandeling van Bebnouilli volgt op hare voorgangsters, als de 
koning van den stoet op een vaandeldrager en een soldaat. Z^ 
behoort met de werken van Newton , HuyaEss en EuiiSB tot 
de fundamenten van de theoretische mechanica ; vele beginselen , 
theorema's en berekeningen , die nog in onze tijjd worden gevolgd 
en gebruikt, z\jn aan deze verhandeling van Bebnoitilli ontleend. 
Het behoud van de levendige kracht is de grondtoon van het 
stuk; dit beginsel wordt ontwikkeld met eene helderheid en scherpte, 
die den genialen wiskundige verraden ; alle uitkomsten, waaronder 
zoovele nieuwe en belangrijke, daaruit afgeleid ; door fijne mathema- 
tische analyse de b^zondere gevallen uit de algemeene theorie 
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berekend en ontwikkeld. Even als bij de werken van z\jne groote 
Yoorgangers en tijdgenooten, is de vorm ?an het sink wat verou- 
derd ; wij scheppen geen behagen meer in de methapbysische 
besdiouwingen , waariu men zicb dest^jds nogzoo gaameyerdiepte ; 
ontdoet men het opstel ecbter van dit onbebagelijke weefsel, dan 
blijft eene diepzinnige verbandeling over, die nog in onze dagen 
niets yan zijnen luister beeft verloren. 

Dat zij , de vrucht van langdurige en rijpe studie , door bet 
boogste wetenscbappelijke licbaam van zyn tijd werd acbtergesteld 
Yoor oppervlakkige stukken van mededingers, die ver beneden 
hem stonden, kon den scbrijver niet anders dan ueerslaan en ver- 
bitteren. Maar — en dit is bet kenmerk der waarachtige overtui* 
ging — geen oogenblik is by afgeweken van den weg , dien bij 
zoo klaar voor zicb zag. Hoewel gekrenkt en vernederd , bief bij 
zicb op, en deed een beroep op zijne kameraden, de geleerde 
en onafbankelijke mannen van Eurbpa. Aan die roepstem van bet 
miskende genie werd geboor gegeven. De macbtige aanbang, die 
bij zicb wist te verscbaffen, noodzaakte in de eerste plaats de 
commissie der academic, om in strijd met de gewoonte z^jae ver- 
bandeling acbter de bekroonde stukken te publiceeren. Zoo komt 
zij te staan naast die van zijne mededingers , en door dit feit 
reeds werd bet voor Bbbnouilli zoo onteerende vonnis verbroken. 
Al beeft bij nooit den pr\js verkregen, tocb beeft bet nageslacbt 
bem als overwinnaar in den wedstrijd erkend. 

Nu eerst ontbrandde de strijd over bet beginsel der levendige 
kracbten in voUen gloed, en breidde zicb uit over de gebeele 
matbematiscbe wereld. Tot de eerste en voornaamste voorvecbters 
bebooren twee onzer Hollandscbe beroemde geleerden , 's GsAVfi- 
SAKDE en MusscHEi^BBOEK ; vcrder bijna alle Duitscbe en de voor- 
naamste Franscbe wiskundigen. Onder de tegenpartij scbaarden 
zicb voomamel^k de Engelscbe geleerden: Maolaubin, Claboee, 
Stibling , EoBiNS enz. Lang en heftig was de kamp. Vooral 
van de z^jde der Engelscben werd dikwijis met lage persoonlijke 
argumenten en beleedigingen gestreden , die o. a. door onzen 
's 6BAY£SAiiDS met waardigbeid werden weerlegd en aan de kaak 
gesteld. 

Ben aardige episode in den strgd vormt bet gebeurde op bet 
kasteel van Cirey, de bekende verblijfplaats van de markieziu 
DU Ch&telet en baar boezemvriend Voltaibb , bet lustoord van 
fraaie letteren en wetenscbappen. 1.1 ier was de markiezin bet mid- 



2U2 

delpunt yon een kring geleerden , die zg om zieh yerzamelde , 
en aan wier werken en 8tr\jdschriften zQ een levendig aandeel nam. 
Eerst woei op het kasteel de wind ten voordeele ran de tegen- 
standen van het beginsel der levendige krachten. De markiezin 
gaf in 1740 een stuk uit, waarin een werk van db Maiban» dat 
tegcn het beginsel was gericht, zeer werd geprezen en den schr|j* 
ver nitbundigen loi toegezwaaid. Onder het afdrukken kwam z^ 
echter tot andere gedaehteni en op echt vrpuwel^ke wyze voegde 
zg toen achter het werk een postscriptum , waarin die fraaie 
lofredenen werden temg geroepen. Onder het rondzenden van 
de afdrukken werd hare opposilie nog versterkt, en liet z^ ach- 
ter de haar nog overgebleTen exemplaren een tweeden postscript 
turn drukken, waarin zij cenige scherpe hatelgkheden op de Maibaw 
losliet , die ab correction op de vroegere loftuitingen moesten 
gelden* Deze was door zulk eene kwaadaardige handelw^ze ge- 
Toelig getroffen, en haastte zich in een open brief op de laatste 
aanvalien te antwoorden. Yoltaibb omhelsde eerst de part^ van 
DB Maiban zelfs tegen zgne geliefde markiezin , en bleef egne 
meening getrouw , zoolang h\j persoonlijk bevriend was met db 
Maibak en db Maufebtuis, destgds ook een tegenstander van 
het beginsel. Maar toen hij aan het Berlgnsche hof ongenoegen 
met den laatsten had gekregen, maakte hij ook in weienschappelyken 
zin rechts om keer, werd aan hanger en yerdediger van de leyendige 
krachten , nam de partg op van Komq, den tegenstander yan 
DB Maufbbtuis en stak het mes den scherpe satyre in het hart 
van zgn vroegeren vriend door de uitgave van het bekende schot- 
schrift: diatribe du docteur AkaHa, 

Doch ook in hoog weteaschappelgken zin werd de strgd over 
het beginsel der levendige krachten voortgezet. Nog voor zyn 
dood had Johankes Bebkouilli het voorrecht waar te nemen, 
dat zgae meening vooral.in Frankrgk veld won- In zgn laatsten 
brief aan Euleb, die hg kort voor zgn dood (1748) schreef , 
kan hg den rechtmatigen juichtoon niet onderdrukken. „Nu is de 
tgd gekomen", zoo sohrgft hg ^dien ik vroeger heb voorspeld, 
waarin het beginsel der levendige krachten evenmin kan ontkend 
worden als de beweging der aarde. Twintig jaren lang heb ik er 
voor geleden en mg den eereprijs zien wegmkken , die mij recht- 
matig toekwam; nu eerst is de strijd in mgn voordeel besiist , 
en zou ik met recht den prgs kunnen opeisohen, die m^j toen zoo 
onrechtvaardig werd onthouden.*' 
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Geheel beslist was toen ecliter de strijd nog niet, maar hij liep 
ten einde en nam een geheel ander karakter aan. De hefdgheid 
en Jiet ' persoonl^'ke der argumenten verdwenen , am voor zuiver 
wetenschappelijke besohouwingen plaats te maken. De meeste man- 
nen, die den strijd hadden aangebonden, waren gestorven; geen 
van ben beieefde den nitslag. Euleb omhelsde eerst na den dood 
van zijn ouden leermeester diens party , en werd van onverscbillig 
toeschouwer een kracbtig strijder. Daki^l versterkte met diep- 
zinnige en bewonderenswaardige onderzoekingen bet beginsel van 
zijn vader. De hydrodynamica werd als nieuwe tak der mechanica 
door bem gevestigd op bet beginsel der levendige kracbten; op 
dien grondslag wordt nog steeds voortgebouwd. d'Alembbbt en 
ook later La Gbangb wilden de strijders tot een vergelijk brengen, 
en op die wyze bet reeds smeulende vunr gebeel blusschen. Hunne 
meening was , dat de strijd meer over woorden dan zaken liep , 
aan beide zijden een deel der waarbeid was gelegen, en verscbil- 
lende wetenscbappelijke vraagstukken op beide wijzen voor oplos- 
sing vatbaar waren. 

Eerst in onzen tijd kan de strijd volkomen beslist genoemd 
worden. Al zijn de argumenten van de tegenstanders niet gebeel 
te verwerpen en verbeffen zij zicb dikwijls met rccbt tegen be- 
scbouwingen en afieidingen van de voorstanders , . bet is nu 
ontwijfelbaar , dat bet beginsel der levendige kracbten volkomen 
beeft gezegevierd. Eene andere beteekenis is er aan gegeven; 
bet is ontdaan van verwarde en duistere bescbouwingen ; de metha- 
physiscbe grondslag is verdwenen; maar de wetenscbappelyke 
beteekenis is belderder dan ooit te voorschijn getreden , en de 
toepassing beeft zicb over bet gebeele gebied der dynamica uitge- 
breid. Het oude strydpunt van Bebnouillt is verbeven tot de 
kern van bet modeme beginsel der tbeoretische natuurweten- 
scbappen: het behoud van het arbeidwermogen. 



III. 

Wanneer men nn terugziet op deze gebeurtenissen van anderbalve 
eeuw geledeu, is bet moeilijk bet jniste standpunt ter beoordee- 
ling te kiezen. Wat z\jn ons die mannen als de Maibak, Mazi^be, 
ja , bjjna al de leden der toenmalige Eranscbe Academic tegenover 
BbbkouiliiI , Htttobks, Leibnitz? Wat gaat ons het oordeel aan van 
de bekronings-commissie tegenover de nitspraak van bet nageslacbt ? 
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I)e namen vaa hare leden zijn nauwelijks tot ons gekomen, en 
die van liet meerendeel der tegenstanders zouden ons wellicht 
niet bekend zijn , als zij niet juist door de werken der grootc 
mannen, die zij bestreden, eene zekere vermaardheid hadden ver- 
worven. Zeker past het on^ niet een blaam te werpen op de 
eerlijke tegenstanders van de theorie, die zooveel strijd bad te 
verduren. Mannen als Maol^lubin en Stibling waren degelyke 
geleerden, die uit voile overtuiging en met niet te verwerpen argu- 
menten tegen de nieuwe leer opkwamen; zij hebben haar hierdoor 
zelfs ongetwijfeld veel nut gedaan. Door hunne bestrijding nood- 
zaakten zij de voorstanders om nauwlettend toe te zien op hunne 
verdediglng, en hunne beschouwingen te ziften; veel, dat niet ter 
zake dienstig was of op onwetenschappelijke grondslagen rustte, te 
laten vallen , sommige onzuivere voorstellingen terug te trekken , 
en zoo het ware van het vahche te scheiden, Andere bestrijders, 
die geen zelfstandige overtuiging hadden, maar of uit persoonl^ke 
veete, of door autoriteitsgeloof genoopt werden, aan het gevecht 
deel ie nemen , verdienen geene herinnering. Hunne namen ver- 
dwijnen met hunne argumenten uit de gescbiedenis der weten- 
schappen ; z\j hebben ongetwijfeld de groote mannen , die zij 
trachtten te bekladden , veel leed veroorzaakt, maar konden de 
grootsche ontdekkingen niet tegenhouden of afbreken. Hunne 
onwaardige bestrijding bracht juist de beste geleerden als *8 Gra- 
YESANDE en MussCHEKBROBK aan de zijde hunner tegenstanders, 
door wier overwicht zij ten slotte werden reriiietigd. 

Doch wat te zeggen van het hooge wetenschappelyke collegie, 
de Academie van wetenschappen te Parijs? In haar uitspraak ligt 
eene diepe les verborgen. Geroepen om zich boven de partijen te 
plaatsen, om alleen de wetenschappelijke argumenten te wegen en 
onbevooroordeeld uitspraak te doen, verlaagt zij zich tot werktuig 
eener faciie. Waarlijk, dit oordeel is niet te hard, wanneer men 
let op de omstandighed*en, waaronder zij zich door het uitschr^ ven 
van de prysvraag tot rechter opwierp. Nog was de strijd over 
het beginsel in zyn begin , en lag er veel dulstemis over ultge- 
gespreid. Het was daarom een verstandig besluit van de Acade- 
mie, om door het uitschrijven van een prijsvraag de str^ders op 
te roepen tot verdediging en uiteenzetting hunner uiteenwijkende 
theorien. 2too kon zij een edelen wed^jver doen ontstaan, en moest 
hare bekroning schenken aan den wetenschappel\jken overwinnaar. 
Zy vatte hare taak geheel anders op, en liet zich verblinden door 
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de persoonl^ke en part^dige consideraties van enkele barer leden. 
Scherp , maar naar waarheid wordt de houding , die zi|j aannam , 
door BBH170UILLI in z^n merkwaardigen brief gekast^d ; part^'dige 
leden, die zonder nader onderzoek zicli verklaren yoor de stukken 
die hunne meening verkondigen^ maar de vergel^jking met andere 
in geen enkel opzichfc kunnen doorstaan, — een voorzitter, die 
zegt, later op z\jn gemak eens de gronden te zullen overwegen, 
waarop het geschrift van de wederparty berustl 

Men meene niet, dat zulk een uitspraak geene waarde of invloed 
heeft, en daarom met onverschilliglieid moet worden voorbijgegaan. 
Ten eerste is het nooit zonder verontwaardiging aan te zien , hoe 
een wetenschappelijk man, en nog erger een geheel wetenschappel\jk 
collegie, zich verlaagt om de verkregen macht en invloed dienstbaar 
te maken aan part\jbelang. In de tweede plaats zal de uitspraak 
van zulk eene vereeniging wel nooit zelfstandige mannen als Bbb- 
i^ouiLLi doen wankelen in hunne gevestigde overtuiging ; maar voor 
de zwakken en onverschilligeu , die ook onder de beoefenaars der 
wetenschap maar al te veel word en aangetroffen, geldt zulk een 
oordeel , onaf hankelijk van de juistheid der gronden en de onpar- 
t\jdigheid der rechters, als orakel. De meegedeelde eenvoudige 
geschiedenis bew\jst op nieuw, hoe de grondbeginselen der weten- 
schap, die tegenwoordig tot hoeksteenen van haar tempel dienen, 
niet zonder groote inspanning en langdurigen str\jd zijn gevestigd ; 
hoe de voortreffel^ke mannen, die ze uitvonden, hadden te kampen 
met de bekrompenheid, partijdigheid en het vooroordeel hunner 
t^'dgenooten. Meer dan ooit is het tegenwoordig de gewoonte van 
geleerde lichamen en vereenigingen , om eereprijjzen toe te kennen 
aan hen, die groote ontdekkingen op het gebied der wetenschap 
verrichten, en hare uitbreiding het meest hebben bevorderd. Met 
het oog op deze geschiedenis, die met vele dergel\jke kan vermeer- 
derd worden, is stellig de vraag niet ongepast: is het bill\jk, dat 
t^dgenooten eene taak verrichten , die sleohts door het nageslacht 
naar waarde kan vervuld worden? 

Vooral in vroeger dagen speelde dikwyls het gevoel van natio- 
naliteit eene groote rol in den wetenschappel^jken str^jd* en gaf 
aanleiding tot vele onbill^ke oordeelvellingen. In de vorige eeuw 
bleven op die w^jze Newton en z^jne aanhangers , die in Enge- 
land de hoogste wetenschappelijke vereeniging vormden , alles fel 
bestridden, wat van Leibvitz met zgne navolgers en vrienden 
afkomstig was. Daarentegen zou Bbrnouilli , die tot de laatste 
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part^ behoorde, voor heel wat afdwalingen z^n behoed gebleven, 
indien hy minder had toegegeven aan zyne verstoordheid over de 
heftige en dikwijls onwaardige aanvallen, die h^ van de Engelsche 
party had te yerduren, en waardoor hij de groote verdienste van 
Nbwton voorbijzag. Zoo bleef hy aanhanger van de theorie der 
tourbillons van Descai(TXS, lang nadat Newton haar door zyne 
grootsche uitvinding had gebannen nit de wetenschap. 

Bit gaf zelfs aanleiding tot eene verzoening tusschen hem en 
de Farjjsche Academie. In 1730 namely k schreef deze een prijs- 
vraag uit over den elliptischen vorm van de loopbanen der plane- 
ten en de verplaatsing van hare groote assen. Onder de vele 
ingekomen antwoorden werd het stuk bekroond, waarin die ver- 
schynselen aan den sterrenhemel hare verklaring vonden in de 
theorie der tourbillons van Desoabtbs, hoewel toen reeds eene 
halve eeuw geleden die hypothese door de theorie der aan- 
trekkingskracht van Newton was vervangen. De bekroonde schry- 
ver was niemand anders dan onze Johannes Bbbnottilli; en op 
die wijze werd tusschen den geleerde en het wetenschappelyke 
coUegie de vrede gesloten onder gemeenschappelyke aanbidding 
eener reeds lang veroordeelde theorie. Het is bekend hoe de ont- 
dekking van Newton eerst vrij lang daarna in Frankryk zege- 
vierde; zy werd er ingeleid door de wetenschappelyke onderzoe- 
kingen van Eitleb, maar verkreeg eerst het burgerrecht onder 
bescherming van Voltaibb! 



NA8CHRIFT. 

In de laatst verschenen aflevering van de nIhrUchrUte der 
Mathematik*\ die ik onder het afdrukken van dit opstel in han- 
den kreeg, komt eene korte aankondiging van dezen brief voor, 
die eindigt met de woorden: „£^ iat Schade^ doss dem Ahdrucke 
keine, die geschichUichen Thataachefi erlduternden Bemerhungen beU 
gefUgt 9ind" Deze historische toelichting is juist het doel van 
myn opstel. 



RK€1STER, NAAR BE •KPERWERPBN fiERANfiSCIIKT , W 
ESNICB WISKUSPICE TIJPSCIRIFTEN. 



NB. Het Journal de Lionville is eene nieawe S6nb ingetredeo; das is hier 
T. 1» het eerste deel der derde S^rie. 

Er zija yerder nog de volgende tgdschriften opgenomeo. 
N, C. M, = Nouvelle correspondance math^matiqae* Par E» Catalan, 
N. ARCH. = Nieaw Archief voor Wiskunde. 
B. SOC. M. ~ Bolletin de la Societe Math^matique de Frtnce, 



AUALTTISOHB MEETKUNDB OP HET PLATTE YLAK. 

J. DE L. T. 1, p* 99 — 120. M^moire sur rapplication de la th^or'e des 

formes binaires ^ la G^om^trie analytiqne. Par M. Laguerr^. 
N. ABCH. D. 1 , bl. 1--40. Aanteekeningen betreffindo de theorie der 

essentieele vergelijkiogen der ylakke kromme Ignen. Door Dr. H, Ounen* 
GR. ARCH. B. 57, S. 422-^38. Ueber die Symmetrie pnnkte des Dreiecks, 

Von R. Eoppe, 
id. B. 68, S. 185—214. Orenzwerthrechnnng nebst Grandziigen der Theorie 

der Lateralcurven. Yon F. E, TAUme, 
id. S. 218 — 222. Von den lateralen oder imaginaren Oeraden. Von F, 

E, Tkieme. 



AKALTTISCHE MEETEUKDB IN DE IIUIMTB. 

J. DE L. T. 19, p. 57 — 112. Etnde d'an sysUme de rayons. Par M* 
L. Fainvin* 
id. p. 221 — 264. Snr le d^placement fin! qnelconqne d*ane fignre de forme 
invariable. Par M. Ck, Sriue. 
BULL. M. T. 7| p. 87-— 48. Des transformations rationnelles dans I'espaee. 

Par M. Cnmoua* 
SCHL. ZEITSCHR. B. 20, S. 258-270. Ueber eonforme Abbildnng von 

Mannigfaltigkeiten hoherer Ordnnng. Von R, Seez. 
id. S. 804--311. Ueber die eentralen nnd elliptischen Coordinaten. Von 

van Q$er, 
id. S. 876-- 880. Fliicheninhalt von Parallelschnitten dnrch Regelflachen. 
Bewegnng des Schwerpnnktes eines f reien Systems von materiellen Pnnkten 
in einer Ebene. Banminhalt des Prismatoids. Von C* W. Saur. 
id. S. 423—444. Znr Theorie des Krummnngsmasses von Mannigfiiltigkeiten 
hoherer Ordnnng* Von JR. Bgez, 
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. Doator . 
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id . S . 326 , 827 . Beweis eines Satzes aus der Thcorie der geometriscben 

Addition der Strecken im Raume. Von C% Hertz. 
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N. A. DE M. T. 14, p. 81-83. Question 1126. Par M. Bourguei, 
id. p. 429-431. Question 1160. Par M. Moret-Blane, 
id. p. (04, 505. Concours geo^ral de 1874. Rb^torique* Par M. Moret- 
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GR. ARCH. B. 57, S. 209-225. Ein stereometriscbes Problem. Von 
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OINEMATIOA. 
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CIREBL. 

N. A. DE U. T. 14, p. 130-^132. Question 1140. Par M. Meyl. 
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J. V. CR. B. 79, S. 67—89. Zur Tkeorie der EuLRE'scken Zaklen. Von 
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GR. ARCH. B. 57, S. Ill, 112. Bemerkung tn N. XXX, 8, im Torigen 
Telle. Yon S» Dicksiein. 
id. S. 220, 221, Grenzen fiir die Basis der naturlichen Logarithmen. Von 
Zigowski, 



OOHSTBITOTIE (MBBTKfJNDias). 

J. y. GR. B. 80, S. 194-20S. CoDstriiktioii der Bahn eines Panlctes , 
der von einem festen Punkte nach dem NEWTOMschen Gesetze angezogen 
sind. Yon Sehellbach. 

ANN. EC. NORM. T. 4, p. 191—204. Application de la flexion circnlaire 
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-t 

DETEBMINAJiTEN . 

J. y. CR. B. 79, S. 185 — 247* Anwendnngen der Determinantentheorie 

anf die Geometric des Haasses. Yon Q% Frobenius, 
id. B. 80, S. 169 — 176. Znr Theorie der HESSESchen Determinante* Yon 

Paseh* 
id. S. 177^—182. Note uber die Determinanteny welche am Fnnetionen and 

deren Differentialen gebildet worden. Yon Fa$eh, 
SCHL. ZEIT6CHR. B. 20 , S. 467-*474. Bemerkongen uber symmetrische 
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DDPFBBENTIAAL-BBKBNIKG. 

M. A. DE H. T. 14, p. 92—94. Eztrait d'nne lettre de M. Qenoeehi. 
id. p. 497 — 499. Coneonrs g^n^ral de 1874. Math^matiqaes sp^ciales 
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Par JS. Comheicun. 
id. S. 66 — 94. Zar Theorie der Kngelfanctionen. Yon Z. Schendel, 
id. S. 97 — 127* M^moire sar les inegalit^s s^cnlaires des grands axes des 

orbites des plan^tes. Par E» Mathieu, 
id. S. 150 — 168. Die Form der Integrale der linearen Bifferentialglcichun- 

gen. Yon E* Jorgetu, 
id. S. 183—193. Ueber algebraisch integrirbare lineare Differentialgleichan- 

gen. Yon Q. Frohenius, 
id. S. 817 — 838. TJeber die regnlarcn Integrale der Hnearen Differential- 

gleicbangen. Yon (?• Frobemius. 
J. DE L. T. 19 , p* 265—806. M^moire sar les Equations diff^rentielles 

canoniqaes de la M^caniqne. Par M« F, MaiMen. 

14 



210 
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CL. M. ANN. B. 8, S. 539—554. Ueber die Discriminanten der Modalar« 

gleicbungen der elliptischen Fanctionen. Von M. Krawe, 



211 
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id. S. 863 — 414. Ueber asymptotiscbe Wertbe , infinitare Approximatio- 
nen und infinitare Aufiosnng von Oleichungen. Von P. du Boh-Reymond, 
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id. B. 80, S. 52 — 72. Ueber die Transformation einer quadratiscbeu Form 

in sich selbst. Von Bosanes, 
id. S. 78 — 85. Ueber das simultane System von drei ternaren quadratiscben 
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id. p.' 265 — 269. Sur la theorie des sections coniques. Par M. E. Lucas^ 
id. p. 270 y 271. ProbUme. Trouver la plus petite corde d'ane ellipse, 
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id. S. 423 — 480. Die reciproke Polare der Differentialcnrve der Parabel 

im Betug anf einen Kreis. Von A. Hochheim, 



KROMMB LIJNEN VAN DTJBBELE KBOMMING. 
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